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Chaines de Markof
dans les ensembles abstraits

et applications aux processus avec régions
absorbantes et au probléme des boucles

par

D.van DANTZIG.

PREFACE.

Au moyen de fonclions génératrices généralisées (fonctionnelles) (§7)
et de matrices généralisées (§2,7), on introduit un opérateur linéaire Cou
dans un espace de fonclions mesurables sur un ensemble donné K
(contenant, par exemple, toutes les fonctions bornées), dépendant du
sous-ensemble 4 ol alieu « 'absorption » (§3). Une interprétation (§1)
donnée antérieurement des variables et des fonctions auxiliaires comme
probabilités, par exemple, de la non-apparition d’une certaine « catas-
trophe » s’avére aussi trés utile pour ce type de probleémes. On
démontre (§4) que C 4, est un opérateur de projection et que pour
Ay > Asy, Cyy et €,y sont commutables et que leur produit est égal
a C4,y- Gelle 1denlité contient comme cas particulier une identité
obtenue dans une These de doctorat 2 Amsterdam par J. H. B. Kem-
perman. En outre (§5), I'tdentité tondamentale d’A. Wald est généra-
lisée ct 'on montre que la fonction caractéristique d'une distribution
peut étre considérée comme un cas particulier de valeur propre dans un
sens généralisé, ol la fonction propre (dans ce cas particulier une fonc-
lion exponentielle) doit étre proportionnelle a sa transformée par 'opé-
rateur linéairec en dechors de l'ensemble absorbant A4 seulement.
Finalement (§6), on démontre quelques théordmes relatifs aux boucles
dans la trajectoire d’un point mobile et quelques résultats similaires en
dérivant la fonctionnelle génératrice par rapport a la fonction dont elle

i
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&

dépend. La théorie purement mathématique de la muluplication de
matrices généralisées est développée dans 'Appendice (§ 7-10). En
particulicr, on donne des conditions suffisantes pour l'associativité
également dans des cas ot les miatrices ne sont pas bornées (§3).
[’Appendice contient, en oulre, une généralisation d’un processus
« daccroissements indépendants » pour le cas d’un ensemble sur lequel,
sous certaines conditions, opére un groupe transitif (§9) ainsi qu'une
extension des résultats du paragraphe 5 a des processus non marko-
viens (§10).

Ce Mémoire a 6té écrit pendant que Pauteur travaillait en hote au
Statistical Engineering Laboratory du National Bureau of Standards
durant ’été 1951, sous le contrat CST-523 entre le National Burcau of
Standards et 'Université de la Caroline du Nord. Il fut ensuite révisé
avec l'assistance de M. J. J. de Iongh, auquel auteur est redevable de
plusieurs améliorations du texte. Un nombre limité de copies en forme
miméographée fut mis en circulation par le National Bureau of Standards
A Washington, et, A Amsterdam, par le Centre Mathématicque, en 1'été
1952 sous le titre : Time-discrete stochastic processes in arbitrary
sets, with applications to processes with absorbing regions and to the
problem of loops in Markoff chacns. Depuis lors, le texte a encore été
révisé en profitant de aide de MM. G. L. Scheffer, R. Doornbos et
G. Zoutendijk. Néanmoins, quelques petits détails mis & part, il coincide
avec la version originale et, en ce qui concerne les cing premiers
chapitres, avec 'envol de P'auteur a la Réunion de I'Institute of Mathe-
matical Statistics tenue &4 Santa Monica le 13 juin 1951. Le conlenu prin-
cipal de cet article forme d’ailleurs la substance des quatre conférences
donndes par l'auteur & I'Institut Henri Poincaré au mois d’avril 1955.
[’auteur tient & remercier MM. Fénon, Fourgeaud, Fuchs et Soulé
qui ont eu I'amabilité et la palience de traduire cet article, de méme
que M. Fréchet, qui a bien voulu surveiller 'ceuvre de traduction.

1. La méthode des marques collectives. — Suivant A. Kolmogorolt,
un champ de probabilité est défint comme un ensemble II sur lequel est
donnée une fonction d’ensemble complétement additive (1) | définie,

i Srrmrerirmmis ;

S

(1) Les fonctions d’ensemble complétement additives, définies par la condition (1.2),
sont quelquefois appelées fonctions d’ensemble totalement additives, absolument
additives ou c-additives.
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> 0 et =~ 1 pour tous les sous-cnsembles A de II appartenant & un
g~corps oy (?), qui conltient II et chacun de ses éléments|. Désignant
cette fonction d’ensemble par P, la valeur qu’elle prend sur un ensemble A
par Pa) |au hieu de P(A)], nous avons, en renvoyant le lecteur pour
plus de détails concernant les notations et les propriétés a PAppen-
dice (§ 1),

(1.1) 0= Py 1= P,

T 0 g o 2

w»
i

-
1

Dans beaucoup de problémes de la théorie des probabilités, nous
avons affaire a plusieurs fonctions d’ensemble completement additives,
toutes définies sur un seul ensemble II, ¢’est-a-dire P peut varier sur un
autre ensemble Q, quelquetols appelé '« ensemble des hypotheses admis-
sibles » ou « espace paramdétrique ». Alors, pour tout 6 € Q nous avons
un P, désigné par P, prenant sur A la valeur P:O{, St II est un
ensemble dénombrable (¢’est-a-dire fini ou infini dénombrable), nous
avons PE?B) — }_:P:?; et s1 II et & sont des ensembles finis, P%O{} est

Le N
déterminé par la matrice reclangulaire ordinaire des nombres PE?;, avec
A e Il. Pour cette raison on appelle matrice (généralisée) le systéme des
valeurs PI% avee e, A€oy, soumises a la condition d’additivité
complete par rapport a A. Quelques-unes des propriétés fondamentales
de ces malrices seront considérées sous des hypothéses un peu plus
oénérales dans un Appendice (§7.8) (?).

En généralisant une idée de l.aplace, selon laquelle un systéeme de
probabilités p,(n =0, 1, 2, .. .) est représenté par sa « fonction géné-

ratrice »

| } def *?':“1
(1.3) . 7(3) = pus
0

z étant une variable auxiliaire, 1l s’avéra utile (¢/. D. van Dantzig, 1941)

i P s s S R A Tyl

(*) Un c-corps est une classe d’ensembles contenant avec chaque ensemble son
complément et avce chaque suite (dénombrable) d’ensembles leur union, donc aussi leur
intersection.

(3) La notation dans l"Appendice (P{ au lieu de P?\) est légérement ditférente de
celle dans ce paragraplhe, mais est conforme a celle du paragraphe 2.
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de représenter un champ de probabilité P par la fonctionnelle corres-
pondante d’une fonction auxiliaive U/ définie sur II. En admeltant que
cette fonction est mesurable o et que l'mtégrale (1.4) existe el en
désignant la valeur que U prend en un point 4 €Il par U [au lieu de
habituel U7(2)], la fonctionnelle correspondante peut s’écrire comme

une intégrale de Stieltjes-Lebesgue-Radon

def

(».. l - 1 ) C( U_) m] [)((l.}u) DT::}").

St C(U) est connue pour une classe suffisamment large de fonc-
tions U, elle détermine P. Dans le cas le plus sumple, st ¢lle est connue
pour loules les fonctions UU* (*) borndes et mesurables o, nous aurons

(1.5) PA = C(lA),

ot Iy (l=1iota) désigne la fonction caractéristique de 'ensemble A,
délinie par
.. ’ y (el S 1 31 A EA?
(1.0 1A = -
| l o si kgl

(¢/. D. van Dantzig, 1935). Dans le cas plus général, ot £ varie sur un
ensemble 2, nous pouvons aussi introduire une foncltion d’ensemble
auxiliaire, completement additive /7 sur.un o-corps ¢, de sous-ensem-
bles de €, en supposant que pour toul A fixé P est mesurable o,

et détinir la fonctionnelle correspondante
) . ) doef ~9 | 0 .
(1,7) C(FU)= | lu_;ome,, Ut

Ces fonctionnelles furent introduites dans nos cours & Amslerdam en
1947 et dans un exposé fait a Lyon en 1948 (publié en 1949) et quelques
applications de la méthode y turent données. Les fonctions auxiliaires
furent désignées par « marques », leur fonctionnelle par « marque collec-
live ». Il s’avérera utile d’employer une nolation ¢t une terminologie,
mtiroduite & une autre occasion (1933), a savoir d’appeler des fonctions
de points et des fonctions d’ensemble complétement additives (soumises

i S SR T TR R

(*) Dorenavant nous omelirons les parenthéses et écrirons P, P et P{}\ au lieu de

0
IJ(A)’ P(OJ el Pé

Ay Fespectivement, parce qu'en ce qui suit, il n’y aura pas d’ambiguité
dans les notations.
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I

a certaines conditions légérement restrictives spécifiges dans I’Appen-
dice) respectivement Jonctions de la premicre et de la seconde espece
et de désigner systématiquement les arguments (points) des premidres
par des lettres minuscules écrites en indjces supérieurs et ceux (ensem-
bles) des secondes par des majuscules écrites en indices inférieurs.
Exceptionnellement, dans le cas ot 1on cilectue une intégrale, les
limites d’ensembles « élémentaires » ou « petits » sont représentées par
le symbole désignant le point variable correspondant, précédé de la
lettre d, au lieu d’une lettre majuscule (par exemple di au lieu de A).

Des applications antérieures ont montré que lapplication de la
méthode était souvent considérablement facilitée si on interprétait les
variables auxiliaires et collectives, fonctions et tonctionnelles comme des
probabilités, en restreignant temporairement leur domaine de valeurs
a l'intervalle réel (o,1). Ainsi, dans (1.7) nous pouvons restreindre
Fo(@€oy)d o= FogZL1=F,, et interpréter /¥y comme la probabilité
que, au moyen d'un certain mécanisme aléatoire, on ait choisi un e 0.
De méme, en supposant o< U*<1, nous pouvons considérer un
é¢vénement auxilaire € (qui n’a rien a voir avec le probléme de probabi-
l1tés que on considére) et supposer que, chaque fois que le résultat de
ce dernier est A € I, un mécanisme aléatoire, dépendant de A, détermine
avec une probabilité 1-U* contre U, si @ a licu ou non. Alors C(F, U)
est la probabilité totale que C n’ait pas lieu. Il est essentiel que le
mdcanisme aldatoire demeure (au moins partiellement) indéterminé,
de facon a garantir la variabilité de /" et de U sur des ensembles suffi
samment larges de fonctions. En gros, plus la classe de fonctions sur
lesquelles /et {7 peuvent varier est large, plus la classe de problémes
pour lesquels lcur introduction est utile est Gtendue. L’imterprétation
d’un /' auxiliaire comme une distribution de probabilités est due a
J. von Neumann (1928) et fut largement utilisée dans : J. von Neumann
et O. Morgenstern, T'heory of Games and Economic Behagvior (1947)
et dans A. Wald, Statistical Decision Functions (1950).

Cependant on donne souvent une interprétation économique de
« gains » et « pertes » aux fonctions de la premiére espéce, quand elles
interviennent dans ces textes. Ceci, sans aucun doute, a ’avantage
qu’elles peuvent varier sur tout ’ensemble des nombres réels, sans
restriction & 'intervalle (o, 1), mais aussi ’inconvénient que les produits
ctles puissances de gains ou de pertes n’ont pas d’interprétation évidente,
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alors que les produits de probabilité peuvent directement étre interprétés
comme des probabilités.

Pour la méme raison C et U* ont été interprélées comme les probabi-
lités totales et condiionnelles pour qu'un événement n’ait pas liew (au
hheude : act lrew). Nous appellerons cet événement C une « catastrophe ».
I’avantage de terminologie de prendre la réalisation de non-C au lieu
de celle de C réside dans le fait que la conjonction de¢ plusieurs non-
réalisations de C peut ¢tre décrite comme une non-réalisation (totale)
de C alors que la conjonction de plusieurs réalisations de C ne peut étre
décrite aussi simplement comme une réalisation. Quoi qu’il en soit,
Vinterprétation des quantilés auxiliaires n’est pas de¢ premiére impor-
tance et, de plus, rien ne nous empéche, tant que n’apparaissent pas des
ditficuliés de convergence, d’appliquer la terminologie probabiliste
¢galement a des quantités négatives ou complexes, de la méme maniére
qu’on I'a fait pour la terminologie géométrique [¢/. ausst Bartlewt (1944)].

Le but de ce Mémoire est d’obtenir certains résultats concernant les
processus stochastiques par celle méthode.

2. Processus stochastiques. — Nous considérons des variables aléa-
toires, c’est-d-dire des fonctions sur II, dont les « valeurs » sont des
éléments x, y, 5, d’un ensemble arbitraire Z. Des variables aléatoires
(ou des événements aléatoires) seront désignées en ometlant 'argument
/€Il et en soulignant le symbole de la fonction : par exemple,
Zy ¥y Zny -+ - (*). Nous supposons encore que sur I'ensemble /£ et sur
ses produits directs (E =< E, E =< E < L, ...) onait donné des o-corps
de sous-ensembles ¢, oz, o5 (des conditions plus générales sont consi-
dérées dans I’Appendice (§7) (*).

Nous définirons un processus stochastique (discret dans le temps)
comme une suite de variables aléatoires xy, x4, 22, ... dans E, telles

Hirrary

el ” admaa T e A L ST U AT A _ T T My =l o e g etipiniry e b it

A T P AU P

(") On désigne souvent des variables aléatoires par des letires majuscules. Ceci est
rarcment fait d'une fagon cohérente, vu que les majuscules sont également utilisées &
d"autres fins ct que certaines variables aléatoires sont aussi designées par d’aulres
symbaoles. Notre systéeme de notations nous permet d’utiliser 4 ’autres fins tout un
alphabet (lettres majuscules).

(%) Pour obtenir une définition de la distribution de probabilité sur L, nous devons
restreindre les variables aléatoires aux fonctions sur IT qui sont rmesurables (T o11)y CTESL-

a-dire pour lesquelles les originaux d’ensembles €0, sont toujours des ensembles goyy-
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que la distribution des probabilités conditionnelles de chacune d’elles,

les précédentes étant donndes, existe

’ o ™ ” -JI--“ . * o lrt‘}'z..,;:.i —— ) " . e | . — . - — -.
(2.1) T = P e Ury= o, o = 2,

OU Xy, .+ ., 2,4 sont des ¢léments arbitraires de £ et X est un élément
de o5,. On suppose que ces distributions de probabilité sont mesu-
rables-gp. (en o, ..., Zn-1) et completement additives en T et qu’elles

satistont aux relations

3 "") ~ ‘.“,.f“" i -*.‘u, "oy -'}‘umi / —— “_:);t.‘", s 2 un ‘L‘.H--i
\ 2.2) D 'ptm X =1 / (e -

La distribution de probabilité de Pensemble Loy, « .., In est donnée

' Wil vr o " PV
(23) P.\ﬁ, ....,XH — [) [:E;UE I (J: o » « o r?'..n == E ’¢ ]

Nous nous restreindrons au cas ou elle ost complétement additive,
non seulement par rapport a chaque X, séparément, mais aussi par
rapporta ensemble des .Y, donc par rapport a o, ,. I'n admettant, en
outre, qu’une intégrale multiple est égale au résultal d'intégrations
successives, elle est alors lide a (2.1) par la relation recurrente
pour 7 > 1

It

(2.4) PO = [ [ P g Pl
vx, YN, ,

D’une facon descriptive nous appellerons cette suite de variables
aléatoires un « cheminement aléatoire » dans &£ ou un point « cheminant »
Ou « saulant » a travers ou sur f7) les ¢léments z € F les « élats » ou les
« positions » ot il se trouve ct £ o la« probabilité de passage »
d'un point ayant « passe par » 2y, ..., Z,_4 successivement pour
arriver a un délat quelconque dans _¥. La suite des états Loy L1y - .. par
lesquels passe le point cheminant s'appelle sa trajectloire, la suite 2,,...,2,
son segment de trajectoire d’ordre 2, z, son état initial, la transition
de 2,_, a 2, le ni*™¢ échelon (ou saut).

Un processus stochastique est un processus de Markof (simple) si
les probabilités de passage pour n > dépendent seulement du dernier
état par lequel a passé le point cheminant

U) ) ‘.:r.'u *onon .'-'tf'"__l ——— ) h;*.' | gy e "\ .
(Hu5 P(’z}, ’ 4“: "—""1{]1] ”" (}t‘ :wh-:—n"'m I‘)’
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P, est appelée la matrice de transition de la 7'*™¢ transition; P,y estl

la probabilité pour que le point cheminant, st x est son (72— [)°me état

(¢’est-a-dire x, 4 =), saule dans un élément de I (¢’est-a-dire z, € .1).
(r0)dy fn+l)X:

La probabilité, sous la condition z, =2, que z,,, € ..Teslj p :

que nous écrirons, en atilisant la notation matricielle discutée en plus
de détails dans ’Appendice [ définition (8.37) ], (Pin Py % D’une

facon générale, nous avons pour n 1

(2.6) PlanrreX|@o=a|=(Pu - Pla—1+k)5:

la multiplication matricielle élant associative (c¢f. Appendice, § 8,
lemme 5). |

Le processus de Markot est stationnaire si toutes les malrices de
transition P, sont égales & une seule et méme malrice £

(2.7) Py = Px (n = 1).

La matrice définie par (2.6) est alors simplement la A'°"® puissance £*
de P, indépendante de n. Les propriétés asymptotiques des processus
de Markof stationnaires généraux ont 616 étudiés dans un excellent
Mémoire de W. Doeblin (1940).

Un cas particulier important est celul ou £ est ’ensemble de tous les
nombres réels et pour lequel le processus de Markof est invariant par
rapport & une translation, c’est-d-dire

(2.8) Pinyiin= LPimX

Xt
- del ,
pour tous les nombres réels . En posant p,,x= Py, x nous avons alors

)

W
. oy A S WL
(2()3 P(n,}i'm P(n)%mmm P(rz)xmrz:“——"’- / P(n.)(ltr lx .

Un tel processus est quelquefois appelé « processus a accroissements
indépendants », puisque la coordonnée du (7 - )i°me gtat est la somme
de (n 4+ 1) variables stochastiquement indépendantes

(2.10) L= Xo—+ V1=+...+ Oy

¢ étant distribuée suivanl pg y; nous préférons le terme « processus
invariant ».

Plus généralement nous pouvons considérer le cas ou E ¢st un espace
euclidien 2 7 dimensions. Alors, en définissant un processus invariant
par (2.8) ot z ety sont des vecleurs a r dimensions, (2.9) reste valable.
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La méme chose est valable dans des cas encore plus généraux ou £ est
un groupe abdlien arbitraire, écrit sous forme additive, z et ¢ étant alors
des éléments du groupe.

Le cas ou F est un groupe non abélien peul étre considéré comme
une spécilalisation du cas encore plus général on il existe un groupe de
transformations de £ dans lui-méme, qui est transitif sur E et par
rapport auquel P est invariant (¢f. Appendice, § 9).

3. La matrice collective d’un processus de Markof stationnaire dans
un milieu absorbant. — Nous considérons un processus de Markof
stationnaire dans un ensemble £ déterminé par la matrice de transi-
tion P%. Nous supposons que le point cheminant part d’un élat donné
quelconque z, que s’il est dans un état y, il existe une probabilité A
pour que le processus ne se continue pas (nous disons alors que le
pomnt cheminant est « absorbé » en ), auquel cas il existe une
probabilité 1— U> pour que la catastrophe C arrive; et une proba-
bilité BY=1— A" qu’il se continue, auquel cas il existe une pro-
babilité 1 — 77 pour que C arrive ().

Au lieu de la probabilité totale C que € n’arrive pas, nous 1ntro-
.duisons la probabilité conditionnelle C* pour que le point cheminant,
s'1l part de z, soit éventuellement absorbé sans qu’aucune catastrophe
ne sott arrivée.

Il est a1sé de calculer C*. Le point élant en «, il est ou bien absorbé
immédiatement (probabilité 4+) auquel cas non-C a la probabilité U»,
ou non (probabilité B+) auquel cas la probabilité de non-C est 7°*. Mais
alors 1l saute en un certain point y (probabilité de transition P, st dy
représente un ensemble « élémentaire » conlenant y, a savoir un
ensemble sur lequel la'variation dela quantité a intégrer tend vers z610)
el.alors la probabilité d’une absorption éventuelle sans @ est €7, d’ou

(3.1) | Cr= AvUr o B e f Pr.Cy.

Pour obtenir une solution de cette équation, nous mtroduisons la

(*) On peut interpréter un processus de Markof avec absorption comme un processus
dans un ensemble ZUw, ol w consiste d’an seul élément seulement, n'appartenant pas
‘2 £. Pour la matrice Q du processus dans EuUw on aura, avec 2z €k, Ye S arbitraires :

Y D DT e SR B Y, G} .., () .
Q%= BrP%, — QF= A=, Weio, QW=

Une interprétation similaire se laisse donner 4 ’événement dune catastrophe.
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« matrice collective » Cx% qui désigne la probabilité pour qu’un point,
partant de z, soil éventuellement absorbé quelque part dans _I', sans
qu’une calastrophe arrive. [’équation pour Cy, correspondant a (3.1)

est alors [¢f. (1.6)] Ci= A*U" 15+ B T"J Py .

Si nous faisons 'hypothése qu'une catasirophe ne peut arriver (avec
la probabilité 1 — 7'") que dans un ¢étal ou le point n’est pas absorbé,
nous devrons substituer /=1 et 'équation pour Cy se réduira a

; a {2 1T >y Pl DTy
(3.2) Cl= Ax T+ By T [ de 0

I introduction d’une « calastrophe » € peut étre ammsi mnterprétée
comme suit. Ajoutons a ensemble E des ¢élats un nouvel élément, que
nous dénoterons aussi par C, et passons de la matrice de Markot P sur &
4 une malrice O sur £+ € défime par O\=T"Py, Qig=1—T"
size B, Yeoy et O¢=o0, Q=131 1 €og, I'élément C étant stochas-
tiquement fermé. Par rapport a 'absorpuon et dans le cas général une
i“nterprétation analogue est possible.

Le C* total (pour un U~ général) peut alors ¢ire exprimé par rapport
aux C¥ particuliers par

(3.3) Cx= () = f cx U,

ce qu’on peut démontrer en utilisant le lemme 3 (Appendice, § 8) et en
monlrant que la solution de (3.1) est unique. Cetle démonstration sera
donnée plus bas pour U*=1 ¢t peut étre étendue au cas de (3.1) en
remarquant qu’alors | U* | < 1.

Nous considérons en particulier le cas ou les probabilités d’absorption
locale A% ont seulement les valeurs o ou 1. St alors A est 'ensemble de
tous les  avec A¥=1 et B son complément, nous aurons

(3.4) Ax = 1%, Br = 1.

En substituant (3.4) dans (3.2), on obtient en accord avec les
définitions des matrices diagonales (§ 8)

| defl def
(8.7) (L)Y =1Ax=151%, (Ip){=13Ax= IplY,
. def
(8.8) (T)3= T*Ix

et de la multiplication matricielle

del *
(8.13) (;Qp)imejJ.P;,.?
“ K
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00118i(1§1*ée d'une facon plus détaillée dans I'Appendice (§ 8), I'équation
Cx=(La)V+ (I TPC )

ou, en notation matricielle,

(353 CML.{-—I—I[;TPC.

En multipliant les deux membres de (3.9) a gauche par |, ou par 1, et
ennolant que | =11 —=o, 1,1 ,=1, 1,1,— |, on obtient les identités
tmportantes et souvent utilisées

(3.6) 1,C =1, IsC = 13TPC.

De (3.5) on obtient par induction

N — 1

. ™ Y ﬂ”‘ T " . Y Y
(3.7) ‘ m‘}-‘(h} TPy g+ (Ig TP C.

()

Maintenant, en supposant d’abord que |7

e I
| (8.42) de ’Appendice]
(3.8) (e TPPC [ TP N C || < || TN,
puisque |l = 1 (a4 moins que B =o, ’ensemble vide, cas banal que
nous excluons), |P|=1 et |C | <1, CX étant une distribution de

probabilités. Ainsi le second terme dans le second membre de (37)
tend vers zéro et

o

(39) C’$y“— (I TPy 1 4,

el
{)

ou la série converge si | 7"

<Z1. Nous savons cependant seulement
que | 7'} < 1. S1 nous remplacons 7 dans (8.9) par 07, 0 étant un
nombre réel, la série dans le second membre de (3.9) est convergente
pour o0 =<0 <1, donc une fonction analytique de 0. Comme tous ses
lermes sont = o et que sa valeur, étant une probabilité, demeure <1,
donc bornée pour o =0 <1, la série demeure aussi convergente
pour 0 =1 et sa valeur demeure = 1. Donc (3.9) est valable non
seulement pour | 77| << 1, mais aussi pour | 7

- 1.

A la rigucur, nous pouvons également abandonner Pinterprétation
des 7** comme probabilités (§ 5, 10) et les remplacer par des valeurs
complexes arbitraires. Alors € devient une fonctionnelle analytique
(complexe) de 77, définie (au moins) pour | 7§ =< 1.
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Pour | 7" | << 1, nous pouvons écrire, a cause de (8.50)

iy eyl T L by

(3.10) C=(—1IgTP)11,.

- —

En multipliant les deux membres de (3.9) a drotte par l,, on oblient
'identité
(3.11) - Cly=C

qui implique le fait que Pabsorption se produit en 4 seulement, c’est-a-

dire que
(3.12) Cy= Chnx-
Pour 7 =1 (c’est-a-dire si aucune calaslrophe ne se produit),

(3.9) implique la probabilité totale pour qu’un point, partant de z so1t
absorbé¢ éventuellement quelque part dans . Dans le cas particulier

~ Y . | 3 e h - " .
ou IV est 'ensemble des entiers, de sorte que Py m) P, ou

(3.13) | i:‘).;qm.g]) SL Yy = & —+ 1,
o ([1—p 51 =& — 1

et — o dans tous les autres cas, et ou

.BmEns.iweE o< x<a-+ b},

Ct avec 7® =1 pour y =x—a et y =z -+ b résout le probleme
classique de la ruine des joueurs. En effet, (3.9) est essentiellement
équivalent a la solution classique d’Abraham de Motvre. Pour 7"="71
— const., on obtient la fonction génératrice du probleme de la durée de
jeu. La généralisation qui avait.été utilisée dans la théorie originale de
Wald et Barnard sur I'analyse séquentielle est obtenue si dans (3.13)
les conditions sont remplacées par y =z + (3 el yy = 2 — o respect-
vement, « et 3 étant des nombres réels posilifs. alors que 7*=1.. En
particulier, la fonction génératrice utilisée par Barnard correspond au
cas o« =1, [ ==entier > 1. Des cas plus géndraux ont été étudiés
par D. Blackwell et M. A. Girshick, G. Blom, M. A. Girshick el
J. H. B. Kemperman. Ce dernier a considéré le processus stochastique
A accroissements indépendants général dans un espace euclidien a n
dimensions et a étudié en grand détail le cas ou E est I'ensemble
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de tous les entiers et Py = p,_, arbitraire (mais évidemment > ¢

._.,ium

< .
avec pr:: [ ).

Le cas ott un point cheminantarrive quelque part dans un ensemble A,
sans étre passé préalablement dans un ensemble A, est dgalement
contenu dans nolre formule générale en prenanl 4 —= A, u A, Y = A,.
Quelques applications de I'emploi de 7% non constant seront données
dans le paragraphe 6.

4. Cas de deux régions absorbantes. — Nous allons maintenant
établir une relation entre la matrice collective relative a une certaine
région absorbante A, ct celle relative a une deuxiéme région absor-
bante 4, contenue dans 1,. On peut penser a deux cspeces de particules
cheminantes, celles de premigre espice étant absorbées dans A4, celles
de seconde espece dans A, seulement. Nous dénolerons ces deux matrices
collectives par C,,, et C\ 4, respectivement el montrerons que :

T'ukoreme 1. — S¢ A, > A, alors

— N i iy e e . LT i T . APl b ———

(4' L ) C(“fi) C(-‘*jﬂ) — C(f’f:a] — C( 2) ‘T(-ﬂ"'fi)'

e L T Pl -l LA il T

On remarque (ue le théoreéme s‘apphique s1 A, = 4., et affirme alors
que C est idempotent (opérateur projectif). L’équation (4.1) suggere
une analogie enlre les matrices C(_,,,) et les operateurs SpecClraux. Ces

matrices cependanl ne sont pas additives dans les ensembles A.

Démonstration. — La seconde égalité dans (4.1) est banale; elle
tait usage seulement du fait que d’apres (3.171)

(4-2) | Ciay= Cisyl,
et que d’apres (3.5) et (3.6)
(4.3) Cray= b, —+ 1p, Ciq,.

Alors la définition de la rnultiplication matricielle (8. 37) implique pour
les matrices diagonales Iy et Iy que

(4.4) Ixly= Ixny,

par COIlSéqll@Il[} COI'Ill'l’ltff.ﬁ:dg C fili el déS 101‘8 B1 C Bf)_ . fii N Bl ‘""‘----"""‘“’AB N B2: vy
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(4.90) Lo by =14 14,=14,.

(4.6) '|31|,3ﬂm|32|31m|313

(4.7) Vs, b, = I3 14,= 0,

(4.8) bs g, =l =14 — l,,=1p,— 5,

De (4.2), (4.3), (4.5), (4.7) on déduil immédiatement
CiayCroay= CrapVa Vg, + Clay (L p) Clay = Crapla,+0 = Crq,.

Nous donnerons deux ddémonstrations de la premiére partie de
I’équation (4. 1). La seconde démonstration qui est purement algébrique
comme la précédente sera donnée plus tard et sous une forme légerement
généralisée de maniére a obtenir en méme temps un autre résultat.

ol

-~

La premiéﬁre démonstration est basée sur interprétation probabiliste
de C ., et C ..

C...% est la probabilité de I’événement suivant (U : un point partant
de z arrive finalement dans 4, n .Y sans qu'une catastrophe soit arrivée,

def

et y est absorbé. Maintenant considérons la région D = 4, n B, c’est-
a-dire la partie entre A, et A,. S1 & arrive, alors le point cheminant
peut avolr ou ne pas avoir passé par un pomnt de [. Les deux cas étant
exclusifs et exhaustfs C , ¥ est la somme des deux probabilités corres-
pondantes. Dans le premier cas la probabilité est la méme que s1la plus
orande région A4, avait été la région absorbante pourvu que le pointait
é6té absorbé non seulement dans ¥ mais encore dans A>- N _1I". Donc sa
probabilité est C,, ‘Av=(C_,,1,)%. Dans le second cas i1l y a un
point ¥ € [) ot le point cheminant vient pour la premeéére fois dans D).
La probabilité pour qu’il arrive dans un petit ensemble dy est la proba-
bilité¢ d’étre absorbé la s1 A4, avait été la région absorbante, c’est-a-
dire (C 4,)i,. Gect doit étre multiplié par la probabilité que le point
atlle de y a un point de .¥' n 4, (toujours sans catastrophe), 4. étant la
région absorbante, c¢’est-a-dire par C ¢ est intégré sur y € . Fina-
lement nous oblenons

N A by &5 a 3
(4.9) Coppf= Copn @ f Coan & Copnk
| Cai

ou en notation matricielle

(%.10) Clan= Ciayla,+ CraylpCray,

s
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Il]aiS l/) o IB'!.M IB:_«- ; CT(‘JI] IB1 — C(~‘41) l-‘fl IB1 —_ C), (_1011(:

Ctjam — C(Jl)( lr%‘*‘" IB: C(f’fa}) — (':{--*‘Il) C[_;Jﬂ*;;

d’apres une identité analogue a (4.3). Ce qui prouve le théoréme.
Avant de donner la seconde démonstration. considérons un cas Lrés
particulier. Soit £ l’ensemble de tous les entiers. Les intégrations
peuvent alors (et d’une maniere générale si F cst dénombrable) étre
remplacées par des sommations et nous connaissons les mairices et les
tonctions de seconde espéce s1 nous connaissons leurs valeurs pour les
ensembles qui ne conticnnent qu'un seul d¢lément. Soil /2, D'inter-
valle — a << 2 << b et 3, I'intervalle —d<x<<b,00 —au<—d<0<0b
(a, b et d sont des entiers posituifs). En outre, nous prenons z = o
et nous prenons pour I” Iensemble réduit au seul élément — [
avec — [ =—a (/ enlier). Supposons, en outre, que le processus soit

invariant de sorte que P:;ff: Pfj;‘f — Py_. pour tous les entiers z, y eth
el /= const. Alors (4.9) devient, avec y =— ,

a1
(4.11) Crag 8= Ciiy i+ NiCl €1 1)

f
ou
)

As+j=Ensjz+jlred,|.

)

Avec des notations différentes, celte relation a été lrouvée par
J. H. B. Kemperman dans sa These de doctorat & Amsierdam (p- 71)-
Grice a (4.10), on peut trouver C iyx pour tout z et ¥ si la
matrice C(dﬂ Cst Compliatement connue ct Cu;j;) v pour z € D sculemenl.
Par itération comme dans le paragraphe 3, nous pouvons cependant
(mprimer compliﬁrMment C(dﬂ, en fonction de C(*,,i).
En cffet
' CiaplpCiyy= Craplp,Ciy,= Ciaplp, TPC 4,,

d’apres (3.6) et (4.10) est équivalente a
(4. If?_.) C(‘;jﬂ}m C(g[i}ljjﬂ—% C(fjl]lﬁ TPC(AQ)-

Au moyen du méme processus itératif que celuy utilisé précédemment
cecl donne

(4. 13 ) Cia,)= Clia, Z (1) T'PC.1,))" 1.2,
0
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.!'ZT

ou d’apres (8.50) s1

el
—

S e T T, i P S ey POy et el pptes

! C{*,. g} = C(_qi} (l — 1p T’PC(_JI))“‘” l_,jﬂ.

T

(4.14)

Dans le cas particulier on A4, =F, donc Bi=o0, D= B, C_,, = 1;

cecl nous ramene (i3.. 1 O ) o
La solution (4.14) est particulicrement sunple s1 [ se compose
seulement d’un seul pomnt /. En notant par | - @ le facteur du milieu

du dernier membre de (4.14) nous avons donc

(k1)) (ilml(zychifxl))(l-—i—Q)ml
O
(f’ilb) (;)m 1,/ TfJC(ﬂL}-{— » 77*’0(_41](3

montrant que (Jx s’annule a moins que z=d (généralement z e D)
auquel cas
c’est-a-dire

7 r } — | d
(4.17) Q% =T 1— T PC4))4 |7 (PClay)k-
La solution (4.14) devient alors
(4.18) Clayx= Ciayt.nx+ Ciaya Q% x-

S1 £ est dénombyrable, (4.17) et (4.18) donnent une méthode récur-
rente pour calculer successivement les C, (k=1, 2, 3, ...) siL nous
prenons By = o (pan Conséquent Cy=1) et ajoutons a chaque fois un
élément a ]3/,;. 1

Nous supposons, pour simplifier les notations, que les éléments z,
¥, &, ... de F sont les entiers 1, 2, 3, ... eux—-—mémés,. dans 'ordre
dans lequel 1ls sont pris dans B, de sorte que

Bkm{l?““: k}p fj—fcﬂ{k—i—:[,k—l-?.,...}

¢t nous noterons C; au lieu de C,,. En outre, nous remarquerons que
pour ¥ = Ak,

I K1
_ kN . pk s N ph s pk
(Pck““"i )"}'“ZH P.S(Ck"‘“i );}""""""2‘“" P;(C.’cwi )3*"}_ 1“):)'

1 1

puisque (Cj_y) =0 si 2 > k & moins que 2 = y. La relation récursive
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devient alors
( C 1 );’ = S1 N A

el
( A — 1
N » Y rY /- V| - w o AY A
(4. 19) (Cﬁ')';‘: (Cﬁ'mi)'§'~+ (CA'---I 1 — T4 PA ]/*Zpé(ckwl )Z 7%
L ,1
s h— 1
X, )
?P"—i’-\ PE(Crq )5 st 2 b1,

dans laquelle nous rappelons que (C,_ 1)5 et (€)1 sont fonctions d’une
infinité de variables indépendantes 771, 772, 773, . .. (les indices sup -

‘reurs ne sont pas des exposants !).

A

J. dSeconde démonstration et 1’1dent1te fondamentale de Wald. — L.a

seconde démonstration de la premiére équation de (4.1) peut étre
donnée de plusieurs maniéres, ¢t consisle simplement a vérifier (4.1),
(4.10) ou (4.12) au moyen de (3.5), (3. 9) ou (3.10), appliqués
a €, et C, . Nous choisirons la forme suivante. A la place de (3.5),
nous pouvons écrire | — C =1,—1,7TPC ou

(5.1 Is(1 — 7P) = (1 — I3 7P) (| — C
ou si || 7| < 1
(5,9) | — C = (1 —13TP)t1g(1 — TP).

D’ot, si nous multiplions les deux membres a droite par une matrice
bornée [, nous trouvons

(35.3) - CD=1D
s1 [) satstait 'identité
-"3.1) IB<|WTP)1)MO.

En prenant maintenanl‘,, comme précédemment,

C = Ciu4,, B =05, D= C4,,
(9.4) est satisfaite. Car, en vertu de (3.6),
15, Cloy =, TPC 4,

st les deux membres sont multipliés a gauche parl,, (4.6) prouve (5.1).
Done (5.3), ¢’est-a-dire la premicre partie de (4. 1), est vraze.
Les 1dentités (3. 1), (5.2), conduisent a d’autlres résullats intéres—

*)

-
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sanls. Gomme lensemble ¥ dont dépend )y n'inlervient pas, pour
autant ue /) n’entre dans les équations que comme dernier facteur
(a droite), nous pouvons tout aussi bien le remplacer par une fonction f#
de premitre espéce. Alors, du point de vue formel, notre résultat pré-
cédent (5.3), (8.4) devient : f* satisfait 'équation

) [ Girr=rs

(¢’est-a-dire f est une fonction propre de € apparlenant a la valeur

propre 1), s
o= 137 | PR,

c’esl-a-dire si

(9.6) _ fr=T>(Pf ) pour &€ B.

D’autre part, si (5.35) est vérifiée, (5.2) montre que (9.6) vaut éga-
lement. Le résultat que (5.5) est impliqué par (5.6) est valable s1 f est
bornée, et si les séries intervenant implicitement dans C et dans le
membre de droite de (5. 2) sont uniformément convergentes. Pour cela
7| << (Pp~! pour chaque «
dans B, ou, plus généralement, que || (1,7'Plz)" || <1 pour quelque n.

i sutfit que || 1; 7Pl || <1, c’est-a-dire que

Dans 'application la plus importante, cependant, / n’est pas bornée,
el lassoclativité doit alors étre garantie d’une autre maniére, mettons

par les conditions du lemme 4 (Appendice, § 8). Nous avons alors :

f il

Tneorene 2. — S’il existe une f;>=0 et un 1) = o tels que

{ Jpe——— § Jp—
(9.7) [ T5(Pfo)* s1 «xe€b
clt que
(D.8) | s PTy1g]|| = supf " == L.
aeB B '

ctlors pour deux constantes non négatim.s* quelcoraqzws O et c
T xr l __45:,__,_ O j‘:f.:;:
pour tout z € B les équations (5.5) et (5.6) sont équivalentes (7).

avec ) <1, pour tout T'v et f avec | f*|=Lcf" et avec

N

(") Cf. J. H. B. Kemperman, th. 2 (p. 14) pour les cas ou £ est ’axe réel, le pro-
cessus est mmvariant (mails pas nécessairement stationnaire), 7'= et 7§ sont constants,
et A est une demi-droite. Pour le cas général non stationnaire, ¢f. § 10.
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Démonstration. — Nous avons, grice a (3.9) el (5.2),

QD

RN .
C mzn (Ip 7P )1,

U..

C Y
| — C mZn (s TPy lp(l — TP,
()

r | : . *~’ 3 * Y -1 * ' .
pourvu que les membres de droite existent, ce (ue nous prouverons ¢n
premier Lieu. De (5.8) on obtient par induction

(s | 7] Py Ji= 00 (I Ty Pyt 1§ = 0012 7.
Puisque pour 7z =1 nous avons

‘ L e QU DY -y
(BT P)y =l T§PY = 15T

09
et, en supposant que [(1577, P)~ 3= 15 7%, nous obtenons

(s To Pyt Iy = [T P) (I3 To Py 3zt (IgTo PY (15 Ty) i

m :1:.‘ I & ‘!Il '-rt Jl “. L 'yl "'T;z:. . - » . FPY Yy A a o
j I3 TS Py Ap Ty = 157 ufP}n. Ty < 157% daprés (5.8).
D )
Alors

Ya “
S VT = (1— 0~ kg 7

0
X ()

{i” (I | 77| P)"

de sorte que C et le membre de droite de (0.2) existent absolument.

D def {.,‘ | =
Donc, pour R — o (Ig| T| P)", R exisle, ainsi que N (I 7TP)".
{

()
(R|f] )" existe aussi, puisque

o

4 “ Ny x
(£ /) w }_"7 (| 77| 1) A - CZ" O 1 ( lﬁj(:tp’)”/u R
0 5 0
i T R » ~ 4 -
(L'ordre de la sommation et de Pintégra
que [ exisle el est posilit.)
En outre,

lion peul étre inversé parce

( . - S rk T v - »
! ( ip 7 P )”,/u (D ( lB/(J V

-~ Vs . h I - | . * ' »
pour tout 7, ce (qu'on prouve encore par induction., comme

suit.
Pour n =1,

(g T I 1o ¥ =1} 1’3‘(/{/0 RN d‘apres (D.7).

)
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En supposanl que I’inégalité soil vraie pour 72, nous avons pour n —+ 1

:’ CIBYT{)P)“—J‘“E/U ;:I:

|

(B ToP) (Lo P)) o}
E (lB T’QP)H(IB To P)fu ‘}.’r; d’ﬂ[}l"{i‘s lemme 4 (Al)pelldice? § 8)’

parce que [(lBTOP)fO]*“ et { (17 P)" Az 7T P) I'v existent pour toul

rel el .Y eo, ce quon a démonlré plus haut ¢t parce que

|

(ML Py (Il P) fo @<= (IsLy )" Ip.fo ;L\ (BT P)Y! fo i

Y=
= (Ipfo)* <o d’aprés la supposition d’induction.

Done (R|f])*<< e(1—0)7 (1zf0)" el existe.

. p . ;o | . , 1. , VA BVLANS X . N e e
Maintenant, de P'équation (3.2) il résulte que (€ f)* existe aussi
cl alors, également

" ®
(A —C)f = [ Ch

D’aprés (5.2) nous avons

(1= C)f = [ 3 N (12 TP) 151 — TP) s J

o |
23

ml Eu (I[;Y’P)”lg(lw Y’P)_f ] ,

(O
selon le lemme 4 (Appendice, § 8), parce que
o -
17 [2“ (1 TP) (1 — TP)] exisle pour toul ¥ €oy;
0 X

2 (I,(1—7P)f)" existe pour 2 € E, puisque

~

(NTPf |y (| T P Sy VTP S0 v = e Olg /7

3¢ g Zu (I TPy dg( —T1TP) )} <copour toul z &€ I, car

' (Z (1 TP IB.,/”) (B S

0

N

et

(‘Z (1, 7P)" |BT1{/') Z(Rlg|T|P|S])*

N0

)
| Y _% I
2O Y u 00 {(ApTo Py Ay Ty Pfy |

0

»
Ty a
écﬂZu 0 i (g To P )" fo |,
0
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suivant (H.7) |
= c0(—0) t{lg/y)

comme on a démontré plus haut, done < <.

S1 (5.6) est vrale, le troisieme membre de (5.8") est égal A zdéro,
le premier membre aussi et (5.5) est vraie.

On démontre de la méme maniére le passage de (5.5) a (5.6) e |
d'une fagon plus simple en utilisant Uéquation (5. 1).

Nous allons appliquer maintenant ce résultat au cas d’un processus a
accroissements indépendants. Nous prenons f* de la forme expo-
nentielle
(3.9) [ = N0

et 7%= 1= const., { et 7" étant des nombres réels ou complexes.

Alors s1 [¢f. (2.8)]
(5.10) Y= [ pady,

Nous aurons

(5:. ) | I) ( Ptf‘){l'_' m'j ]-)d i"/‘ﬁ'ﬂ"’"i"“{’ m‘j p(l 0 f}E{!t'"%’“"li — :? ( E )ﬂ/":r:j

ou

del
(5.12) "_:}(E)._""':_‘“.j p(l‘.eglr

est la fonction caractéristique de la fonction de répartition. On peut
certainement changer Dordre des intégrations si les intégrales
dans (5.r11) convergent absolument, c’est-a-dire si (d.12) converge
absolument, c’est-a-dire si o(Ref) existe. Donc nous avons établi le

Tugorene 3. — Powur chague i pour lequel o (Rek) existe, fr—= e
est une fonction propre de la matrice P d’un processus de Markof
stationnaire @ accroissements indépendants. satisfaisant (5.10) et
appartenant ¢ la valeur propre o (£).

La substitution de (8.9) et (5.11) dans (5.6) montre que celle

‘1‘

dernidre équation esl satisfaite si et seulement si

(dés que B n’est pas vide), et vaut alors pour lout z € E (et pas seule-
ment € 7).
Dans le but d’appliquer le théorgme 2, nous choisirons Iy = e,

Y
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Zo Gtant réel et tel que Pfo, donc o(Zy) existe, et 77 == 1 y= conslL.,

réel >0, et Z (|| Pg||®)t. La derniére condition, donc (5.8,

Ty

est toujours satsfaite st 77y 1. La condition (5.7) (avee le signe

uuu et Ty A T e

d éealitd) est satistaite si

& —

(5,14 T 550 ) 2 1.

" \ . Y A r " A . J S 3
En outre, nous prendrons un 7' et un : sausfaisant (5.13), avec
T T, =0<1, ettels que (5,— Ref)z > —Inc pour tout x dans B.

Alors, en dcrivani

e - ' *1’?
(t).IZ’).) (_.?m\ /H(?{'H]

de sorte que C ) est la probabilité d’absorption dans I apres le piem:

¢chelon, nous aurons

br
- a : L B o 2 T S V) R v 2 v
(. I()) ( / - | (/ ).r, s Egm.:‘t.}a L / (. ', “_“?I}‘ oo
() N
¢l nous trouvons que (o.13) enlraine, pour z == 0, le membre de

)

cauche de (5.16) étant égal a 1,

i»
& | 8 |
© - 2 ST o 2 .-
(Li);[:’) Ii ?(E) HJ C(ﬂ){l'\'ew‘}:lp
()

L’'identité (E’) 17) esl connue comme identité fondamentale de Wald.
Nous avons vu que c’est un cas spécial de lidentité Cf = f, valable
pour tout f sausfaisant f= 7Pf sur B sous les conditions du
théoreme 2.

Une géndralisation partielle pour des processus stochastigiies aibi-
triires est congidérde dans 'Appendice (§ 10).

6. Le probléme des boucles. — Nous considérons un processus sta=
Lionnaire sans absorption. Comme cependant nous désirons considérer
les propriétés de segments initiaux de longueur donnée 7 du parcours,
nous devons admetire la discontinuité de processus a un moment quel-
conque. Nous partirons donc de 'expression (3.1) et nous substituérons

(6G.1) 3% —= B const., t=1— B,

ol 5 est une variable auxiliaire. En outre; nous prendrons U¥= 7" et
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un pomt inittial déterminé = «. Nous obtenons

(G.l?;:) ( - ‘\_“ H(I“"'“"- /,)((11) )”_/ )u
.ani

()

de sorte que (non €, mais) Co(1— B)~! est la fonclion génératrice
avec 3 comme variable auxiliaire.

Pour certaines applications de la théorie de Markof et d’autres
processus stochastiques, par exemple dans la statistique chimique des
molécules a longue chaine (¢f., par exemple, G. King, 1948, 1949;
E. \V . Montroll, 1gd0; Gh. M. Techen; 1951; J. J. Hermans,
M. S. Klamkin et R. Ullman, 1952 et la littérature signalée dans ces
arllcles) 1l peut étre d'une certaine utilité d’avoir des méthodes pour
étudier 'occurrence de « boucles » dans le parcours, c¢’est-a-dire de
relours du pomnt mobile & une position ot il s’est trouva auparavant. Sans
entrer dans ces applications el sans préjuger de sa valeur pratique ou de
sa capacité a fournir des résultats non triviaux dans des cas pratiquement
il‘nport.ants, nous allons CXposer une telle mdéthode 1C1, qui en toul cas
pourrait fournir une ligne d’'attaque de ces problémes et de problémes
similaires, el qui est susceptible d’¢éire géndralisée pour étre adaplée a
d’autres problemaes

‘videmment, la probabilit¢ de la coincidence de z; et @z, pour A =£1
esl nulle s1 les 2 ont des distributions continues. B

Pour ¢éviter des (*omphcatmn'-, hors de pl"UpOb nous supposerons gue
ces distributions sont putremernt discontinues, c¢'est-a-dire qué ¢ F est un
efiseriible dénombrable. Dans certaines des applications mentionnées,
F est un tel ensemble, & savoir un réseau de points (par exemple un
résedu Hﬁtraédrique) dans 'espace. Selon 'Appendice (8. 1), la matrice
de transitiont 2% est alors compleélement déterminée par ld malrice ordi-

naire (infinie) Pl(x ek, y e k), et les intégrales J 14,/ * deviennent

des sommes (en géndral infinies) X/, o

C7 est mainlenant une fonction analytique d’une infinité dénombrable
de variables 77, ¢’est-a-dire d'un vecteur dans un espace a une Infinité
de dimensions. Les ddrivées partielles d’une fonction des 7'+ par rapport
a ces variables peuvent étre considérées comme les composantes dun
autre vecteur dans espace dual : le gradient. Nous désignerons 1'opé-
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rateur de diftérentiation par V, avec

(lﬂ‘f (‘)
( (; . "; ) V."L‘ v (‘) 71‘,1,: y

L’indice est écrit en bas parce que : 1° dans l'analyse vectorielle les
dérivées par rapport a un vecteur contravariant constituent un vecteur
covariant; 2° il sera trouvé que la généralisation de (6.3) 4 £ non
dénombrable conduit a des fonctions de seconde espéce.

2

L ) Y ——“‘ Y
(\()..1 } ¢ “—-"-‘ZPH7N

()
est une fonclion génératrice ordinaire (777 étant ici la n'*™° puissance
de 7") des probabilités p, = P[zz.: n] des valeurs priscs par une
variable aléatoire n, les dérivées successives de € par rapport a 7

donnent pour 7'=—1 les moments factoriels successifs

(G.F)) [C]Tmim
00 |37 )= Sra=en
b. d2C |
: - = X n2p, = 1=

ot & est le symbole pour espérance mathématlique, tandis que

(6.8) P (2 — 1) (o — 1)
désigne la puissance factorielle d’ordre / de .

En écrivant effectivement les sommations matricielles implicites
dans (6.2), nous obtenons une suite infinie de termes, dont chacun est
la probabilité d’un parcours défini de longueur prédéterminée n, multi-
phée par 7% .. . T*=Bn(1—B). Si le parcours passe Ak fois par la
posiion z, l'application de V, suivie de la substitution de 7" — I
donne £ fois la probabilité du parcours. Donc, si n, désigne le nombre

de fois qu’un parcours passe par z, nous avons

(6.9) " [VeColp—y = &n,.
De la méme maniére nous trouvons
& n!'? s1 Y 41
(6.10) [V.}"Vﬂ-‘ Clr=y = & Ny Ng— & Ny Oy == —= 4 ’

------------------------------------------------------
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Il suit que

. <UL B I ,
(6.11) 2 [-; V_,,.V‘I.Cﬂ] == ;-65 E n':.
“ 2 7 —i 2 -t

‘vl

re r+e K
Mamtenant si 7, = o ou n,— L, alors n'’=o0; si n, = 2, ¢’est-a~-dire

. . 1 : |
1.z est un point double du parcours; alors =1, =1. Donc (6. 11)donne

et

’espérance du nombre de points doubles dans un parcours, un point
triple, quadruple, k-uple, étant compté comme d’habitude en géoméirie
algébrique, pour 3, 6, ;k(/\ml) points doubles. Done, nous avons
établi le

Tnroreme 4. — S¢ D désigne la variable aléatodre que sur chaque

parcours est égale au nombre de points doubles ou boucles. comptés
comme il est indiqué ci-dessus, nous avons

(6.12) 5[)m[£DC'aJ ?
2 T'=1

ou [ désigne l'opérateur laplacien généralise

= § ().
(V) b \ Q7"

def

(6.13) =

>
reF re

Des relations analogues existent évidemment pour le nombre de
points triples, etc. '

Dans la démonstration de (6.12), nous avons avons utilisé seulement
le fait que C« est une série de putssances en 7', mais non sa forme
spéciale (6.2). Donc le résultat vaut aussi pour des processus arbitraires
non stationnaires et pour les processus non markoviens. Dans le cas
spécial (6.2), les membres de gauche (6.9), (6.10) et (6.1 1) se
calculent aisément. En eflet, nous avons

(6.14) Ve ((TP)" 1) mEm (TP)Ym 1 (PTyn—m,
0
(6.15)  V, Vo ((TP)Y T) = Zk,l,'m (TP, P(TP) 1 ,(PT)m

k=t +me=—pn——1

+ :}:k,l,m (TPY 1. P(TP) 1,.(PT)m.

k+{-+mz=—=n-—1
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oy r i -y 4 e Ty ,I*si'{‘\fjw Lol [gﬁ-w;[;%mw A \N‘ [),«{ )ﬂ 1’)[“,,.,.1 ; l‘)m
r & F
Méis {])l ﬁ‘;? e / ﬁ;}é} Ty = P}; 1 st £ ¥==1 pOllI tout . Done
N B Pyt — (p — 1
;3 j}m([)m }ﬁ"“‘" (I B
£

et (6.12), (6.16) peuvent auss1 s écrire

I & ) R
rel
O
I r o odef / m_\ - N |
T /

Dans le cas spécial, ou le processus stationnaire de Markof est mva-
riant, (6.17) sera simplifi¢ encore plus. Car dans ce cas @7 est indé-
pendant de o, de sorte que la sommation s’étend sur @9 seulement et
donne ®%=(1— B)~'. Donc, pour un processus 1nvariant, (6.17)
devient |
(6.19) &D=(1—B)t(bf—1)

o . ; . . . 6 & - »
Exprimé en fonction des espérances conditwonnelles &,y D pour n

donndé, le membire de gauche de (6.19) est }_‘B”(IM-B)@?(}MD; de

b _

sorte que (6.19) montre que & d) est le coelficient de B dans
(1— B2 (P, —1); par suite

'

(6.20) &y l)w ;; (n-—---—-l+1) (PHY,

[er (Pm), est la probabilité pour qu'un parcours de longueur m soit
fermé, c’est-a-dire que sa premiere et sa dermiere [(m -+ 1)1*™¢] positions
coincident (qu’il contienne ou non des points doubles). Comme tant de
cas particuliers de théorémes généraux, ¢e résultat est d’ailleurs banal :
dans un parcours de longueur » une boucle peut avoir une longueur

quelconque , 1==! < n (nous parlons d’'une boucle de longueur 1 , Sl
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y
16 point cheminant ne saute pas, mais resle au méme élat). Pour {,
la bouele commeoence au 1¢", . . oy (n—{ 4 1)"" hoint; dans le cas d’un
processus invariant ces n—/ -+ 1 cas ont des probabilités ceales,
valant (P4)) c’est-a-dire la valeur du produit /~uple de convolution
de p.,. lef (2. 8)] pour la valeur ¢ — o.

La méthode indiquée ici peut étre généralisée pour les processus
stochastiques arbitradres ot appliquée a d’autres probleémes que Péspé-
rance du nombre moyen de boucles.

Pour une fonectionnelle arbitraire @ d’une fonction 7', nous posons
(c/+ Hadamard, 1g10; Fréchet, 1912, 1914 ; van Dantzig, 1935)

| y N def dsr 7 Mo e By
(6.21) Ve ®(T) = (% ) (7)) = lim P{7T —+ l:) DT
Or /X €3 ()

s1 cette limite existe, Sous certaines conditions de régulﬁrité, qui sont,
par exemple, satisfaites dans le cas ot ® est anaiytique, cette quarntitd
est une fonction completement additive de I'ensemble Y. La définition
duale pour une fonctionnelle & d’une fonction I’y de seconde espice

#
-

serait
. 0 )‘*;l . . WV 4+ 17) — P T
.29 Y73 : = I: :

(6.22) (()V‘ (V) ey T

qui fournit pour W suffisamment réguliére une fonction de premigre
espeéce. Pour une matrice 2, nous pouvons poser

J\e . V(P 4l ) — Py
(6-23) (57 =1 : ’

ou (L 0y =1%1% est a distinguer de
12}, ﬁfliit.lﬁﬁm 15 .

Dans eet article nous aurons affaire seulement 3 (6:21). En appliquarit
Popérateur V, au processus stochastique génédral

- o]
| Y -
(6.24) C=0a—n5B)Y B ﬂ" . / P T Tones

0

a parur de quoi le cas spécial (6. 2 ) s’obtient de nouveat par la parti-
cularisation (2.5) avee P, = P indépendant de n et Plojx= \, nous
obtenons

(6:35) (VA€ )Pz, 8 hy,

L)
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ou la variable aléatoire ny pour . donné quelconque est le nombre de

toi1s que le processus passe par une position dans I. Pour . = FE,
np= n est le nombre de pas cffectués jusqu’a ce que le processus soit

arrete.
De la méme maniére nous trouvons, comme généralisation de (6. 10),

(6.26) (V¥VxC)r=1= &( nx ny— nxny).

Dans le cas de distributions continues des sauts, le probléme des
boucles devient banal : leur probabilité est alors nulle. Nous pouvons
cependant considérer des problémes apparentés, par exemple la
question de savoir combien de fois un parcours repasse dans des
positions situées & moins d’une distance donnée de 'une de ses positions
précédentes, sans prétendre que ceci puisse étre utilisé pour la solution
du probléme généralisé des boucles (« quasi-hboucles »), probleme lui-
meéme auquel 1l semble assez difficile de donner une forme précise.

Nous supposerons ici que F est un espace cuclidien ou plus généra-
lement un espace métrique, dans lequel deux positions x et y ont une
distance, désignée par r*r. Plus généralement nous pouvons prendre
une fonction quelconque des deux positions f7* (mis a part les condi-
tions d'intégrabilité ), et former Popérateur

def
(6 27) D(f) — /[‘f'ryv(l.rrvd}*

qui devient dans le cas d’'un ensemble fini £ le laplacien généralisé

..k Y
(6.28) D‘-”’“Ziz’f”é}"ﬁ 377’

ou les /% sont des constantes (indépendantes des 7°7). Sous des condi-
tions suffisantes de régularité, 'ordre des dérivations pcut élre permuté,
de sorte que (6.27) s’évanouit alors identiquement pour un f anti-
symétrique f+¥=— fr*. Par suite nous nous limiterons a f symétrique
for=por

Pourvu que la permutation des intégrations soit permise, .(6.26)

i

donne

I I I
(6.29) (5 L) C'>Tﬂ_1 = Egﬂ"fdmfd}‘fr-”“ -5): 5f__1}axfm-

Icx les intégrales aprés le second et le premier signe espérance
deviennent respectivement pour un parcours de longuecur n —1, passant
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respectivement 2, ..., n, fois par r différents points x4,

™,

'
de sorte que ffxﬂ}_ff}ilfé”

,

A

;-

3 . ..,.,..-.,1 ‘ . .

(6 . 30) ‘j Etl:x»‘-/ Ul -““—”-‘-‘-5 Efj'l-/ it

]
' I

) fo'n i — ~ e
(6 .31) ﬂ Nde Ny ) &) == \;' : : TRLY Py

' ....,... - " e —

1 1

Par suite, le membre de droite de (6.29) est 'espérance de

N del 1 e 3™ T T il Peypey
(6.32) Sin= 5 DD aen RN~ g (=) fEE
=y ;

Cette quantité est la somme des f2i%i (¢, j =1, 2, ..., n) sur toutes les
paires ¢ 7, plus la somme des f2iXi sur tous les points muluples,
comptés comme des points doubles multiples comme plus haut.

Le second terme s’évanouitidentiquement : 1° si 7= o pour tout z,
par exemple st f*7 est la distance r*y de z et y; 2° s1 n; prend seulement
les valeurs o et 1 (saut pour une probabilité nulle).

Dans le dernier cas, qui arrive toujours si les probabilités de

transition ont des distributions continues, nous pouvons omettre les z;

avec n;== o0, de sorte que n;=1 pour tout et (6.32) devient
W

) Wity
ey ;
i j

(6.33) | S{f} —

|
2

ou les xz; sonl les n(=r) différents points par lesquels passe le
parcours. Donc dans ce cas I'opérateur (6.29) donne l'espérance de la

somme des valeurs de f pour toutes les paires formées avec les différents
points du parcours.

- . . ’ . * b I
Si en particulier /7" est la distance r' de z et y, c’est - n(n—1)

fois la distance moyenne, prise sur le parcours, de deux positions par
lesquelles passe le point mobile.
Si, au lieu de f-¥= r*?, nous prenons pour f la fonction caractéris-

tique d’une relaion R (z, ) entre deux positions (par exemple
def | o | ‘ )
Rz, y) = (rv=a), ot & est un nombre non négatit), c’est-a~dire

(6.34 fae) 1 st R{x, ) est satisfait,
r | ;I,*.‘ ‘m—
* * l. . - s " )
) o dans le cas contrawre, .
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alors (6.33) devient la moitié du nombre de paires ordonnées des diffé-
rentes positions dans un parcours pour lesquelles R(z, y) est satisfait
(par cxemple qui sont a une distance << @). Dans le cas d’une relation
symétrique c’est le nombre de paires non ordonnées.

Dans le cas markovien stationnaire, nous pouvons encore calculer
aisément le membre de gauche de (6.29). Comme précédemment nous
obtenons pour un f* symétrique

L ~ ,, 1> ‘r'r . ' YT ) _ S W r
S0 C == 8) Y Breten [[((TPY Y POTP) )5 <0 (PT)myy,

Ao d, i

Pour 7'w=1, ceci devient, puisque (PT)> est alors aussi égal a 1,
I )
(6:35) (0w €y, == 8) Y, Biwten [ (Prygu (P for

2
k, [m,

Dans le cas d'un processus invariant donné par (2.8), ceci se
simplifie encore davantage, si /9= f+— = fr—r,
Nous avous alors

ﬂ(})'{ )CUCPZ)dJ./J d “_/ pf“fp(”f|(“f|j‘i~w/’ym:x:_-—: /'pfi{)rf”:r

(py élant le I'*™° produit de convolution de p.), puisque fltu--—- 1 et
JPE{,;)-——I Donc le coefficient de (1— B)B» devient, puisque ¢ doit

n
: . IO
(6.36) Gy 2J W’mz (n---l-i—l)j P
[ ] 1

Comme auparavant, cette relation peut étre aisément établie d’une
tacon élémentaire.
S1 /¥ a une transformée de Fourier 3 (¢)

(6.37) f*'*:--:f elvl o () dt,

def ’
(6.36) devient & cause de J pff,), W= (o (L)), ot o(t) ;jpdp e,

(6 38) & Zfi‘ffmZz (n-—-—-/-}-l)j o (2)!(¢)de

12

— | 4 w( )+ | |
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Pour p et /' donnés, donc o et v, (6.38) donne ’espérance cherchée
sous la forme d’unc intégrale. _

APPENDICE.

/. Fonctions de premisre et de seconde espéce. — D’apres
KNolmogoroff, un champ de probabilité sur un ensemble £ ¢st donné au
moyen d'une fonction completement additive d’ensemble sur I, tonction
définie et non négative pour lous les ensembles appartenant a un
o-corps g de sous-ensembles de £ el prenant la valeur 1 sur .

Plus généralement, au licu d’un c-corps, considérons un Smcorps"
(nous nous conformons a la terminologie employée par Hahn-
Rosenthal), c¢’est-a-dire un systeme ¢, de sous-ensembles de qui a les

propriélés suivantes :

1° 0 est un corps [c’est-a-dire que s’1l contient deux ensembles ¥
c¢t ¥ 1l contient leur union (réunion) X' U Y, leur différence (leurs

différences) que nous pouvons désigner par ¥ — — ¥ et ¥ — __ }
respectivement, par conséquent aussi leur intersection (partie commune)

A nYi;

2° d; contienl 'intersection n A, de toute suite t A1 d’en-
1
sembles ¥, qu’il contient; de plus on suppose pour sumplifier que

def

0" E'€oy, ot op=Ile plus petit g-corps contenant dy,, c’est-a-dire

oD

que £ est 'union d’une suite d’ensembles | I/, | appartenant a §,.

l¢
I en résulte qu’en remplagant £, par UE/,‘ que nous pouvons
1 | .
supposer sans restriclion que

(7 . I) En—i—:l. - -E]n, .Ewn < 8]_»_‘*," pOUI‘ tout 2.

De plus, 1° et 2° impliquent que l'union I — U.J“rn d’une suite
, _

N,

d’ensembles {_¥,} appartenant a Op appartient aussi a o, si (et

o

seulement si) tous les X, sont contenus dans un Y € dz. En effet, dans

ce cas, X c Y et
A=V ~ n( V — — rn).
1
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Par conséquent d; est un o-corps si et seulement si £ € dg. .

L’emploi de d-corps au lieu de o-corps présente 'avantage d’éviter
'emploi des « valeurs » de la fonction = oo (¢f., par exemple, Hahn-
Rosenthal, Halmos, etc.).

Généralisantla terminologie introduite précédemment (D. van Dantzig,
1933 ), nous appellerons fonction de deuziéme espéce, toute fonction
réelle définie et complétement additive sur d5;. Nous dénoterons
par £y la valeur que F prend sur l’ensemble _¥. Si nous appelons une
suite d’ensembles X', €85 qui sont mutuellement disjoints et qui ont X
pour union, une partition de X et si nous dénotons ceci par
| AnjeD(.X), par conséquent
| def

(7.2) f A njeD(X)=ul, =4 et X,nX,= sim £ n

(o étant ensemble vide), nous aurons alors
(7-3) {JI/H}ED(J‘F)—>’EHFX“ﬁ _Ft_\’.

La tonction valeur absolue de F qui est elle-méme une fonction de
seconde espéce est dénotée par | F'| et définie par

— ; def ™Y
(1"4) I[; X == Su]_) ZIZIFXHI'
{ Xn} €D (X)

D’autre parl, nous définirons une Jonction de premiére espéce
comme une fonction f définie pour tout z € E et bornée et 6-mesurable
sur tout A" € d5. Par conséquent, si nous dénotons par /= [au lieu de
la notation habituelle f(z)] la valeur que J prend sur z et par
Ens { rek I A(x) } Pensemble de tous les z € I pour lesquels la propo-

sition A (x) est valable nous aurons :

IO
(7.5) Xedp— ||/ [|X <,
ou

- | o el |
(7.6) |/ [|* = sup || /=]
, e X

et . '

2(]
(7.7) Fns | we X | freC | e by

pour toul C réel et X €0,
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Les fonctions d’ensemble

J|I* ne sont pas additives, par conséquent
ce ne sont pas des fonctions de deuxiéme espeéce.

On remarque que | F | et || f]|* sont finies si ¥ e Or et peuvent étre
considérées comme normes de & et £ sur.Y si ¥ est fixé. En particulier
s1| F'|x et || £]|* sont bornées sur 6, alors aussi Iy et f sont bornées et
I'on peut étendre leur définition et celle de /'y a tout X appartenant a
un g-corps sur £ a savoir au plus petit o-corps oy sur K qul contient &,
Quand nous rencontrerons des fonctions bornées (en particulier des
probabilités), nous supposerons que leur définition a 616 étendue de
cetle maniere. Dans ce cas | F'|; el || f ¥ sont aussi finies et ont les pro-
priétés ordinaires des normes de /7 et J sur [ etnous omettrons souvent
les suffixes K.

Plus généralement on peut admetire que les valeurs de F et £ sont
des nombres complexes et méme dans certains cas sont pris dans des
~espaces de Banach duaux (arbitraires) _

L’intégrale de f par rapport a /' existe sur tout sous-cnsemble Ve 0
et sera dénotée par

f Fyrfx

ou plus bridvement par (£ f)x. Clest, d’apreés les théorémes bien
connus, une fonction de seconde espece satisfaisant a I'imégalité

(7-8) [(Ff)|x< | Flx|| )X
pour tout X" € 5. De méme, d’apres des théorémes connus, nous avons
(7.9) [(Ff)—(G8) Ix< | F— G x| fII¥+]| Glx||f — g ||X,

inégalité qui est souvent appliquée. En particulier, si nous désignons
par vary f la variation de f sur .Y, ¢’est-a-dire
def

(7.10) varyf = sup f*— inf /=
rE X rE X

et pour toute partition {_Y, f de X
def
(7.11) vare x 1 f = sup vary, f,
7.

nous avons si { X, } € D(X), x,e.Y, pour tout »n

(7.12) I(Ff)xMZFxnf‘”" = | Flxvargx \ f.

»>

te

Cect résulte de (7.9) avee G = F et gr=f""s1re X
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8. Matrices. —- Sorent F et F' deux ensembles arbitraires sur
chacun desquels des d-corps dp et d; de sous-ensembles sont donnés
satisfaisant les conditions du paragraphe 7.

Nous considérons maintenant une fonction P [ que nous appellerons
une « matrice généralisée » ou, plus explicitement, une matrice (£, £"),]
déterminant un nombre véel (occasionnellement un nombre complexe)
PYX comme fonction de 1Y un élément y € L' et 2° un sous-cnsemble
A € dy sujet aux conditions :

1° pour un I'== 4 € ¢, fixé, P, détermine une fonction de premidre
espeéce sur £’ (fonction désignée par P ) ;

2 pour y —= b e E' fixé P% détermine une fonction (désignée par P")

de deuxiéme espece sur K.

51, en particulier, £ est dénombrable (fin1 ou énumérable) et si 6,
contient tout ensemble se réduisant & un seul élément, on a

(81) Pkm 2|P:
e X

et st &' est auss1 dénombrable P est déterminé par la matrice ordinaire
rectangulaire finie ou infinie P...
[La norme pour y fixé est donnée par

def ‘_
(8.2,,) ]’p;}' v == ! 'E;llp ZlP}){H
p

qui est elle-méme une matrice. Sa norme pour X fixé est donnée par

v defl |
(8.3) | £ ||x = sup | P¥|x.
ryet
Ce n’est plus une mairice dans le sens donné ci-dessus, ¥ détant un
ensemble, et non plus un élément de £" et || P|lx n’étant d’ailleurs pas

complétement additive sur _I". La matrice P est dite bornée si || P||} est

bornée pour X', Y €dp Dans ce cas on peul définir P¥ pour tout
X eoy et

(8.4) SUP

Y I
F* e P v .
SO AP lx | Pl <

Au lieu du symbole || P ||z, nous utiliserons aussi le symbole |

Pll. En
particulier, les ensembles /' et £’ peuvent coincider. Dans ce cas, nous

%
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supposerons que les corps d; et d, coincident aussi. Nous avons ici
comme cas particulier la matrice unité désignée par | (10ta) et définie
par
(8.5) e .y

: [ o s’il n’en est pas ainsi.
pour un X == A fixé |, est la fonction caractéristique de 'ensemble 4 ;
pour un a hxé, I* peut étre appelée la « fonction caractéristique de
seconde espéce d’un point a »; elle prend la valeur 1 sur tout ensemble
conlenanl «, el o sur tout aulre ensemble. Evidemment | est bornée
avec || ]| =1, et

(8.6) Ix, IX, = 1%, A x.-

Plus généralement a toul sous-ensemble A e dg correspond une matrice
aussi dénotée par |, et définie par

, » def ..
(8.7) (la)y — ..ffnx'

Dans le cas d’'un £ = FE' fini, elle correspond, d’aprés (8.1), & une
matrice ayant la valeur 1 pour tous les éléments de la diagonale princi-
pale dont les suffixes appartiennent a .4, et dont tous les autres élémen Ls
sont nuls. Evidemment |, est aussi bornée et | L¢||=1 & moins que A
ne soit vide.

A toute fonction f de premidre espece correspond une matrice dénotée
par f1 et définie par

def # j'-'-’f—' stxe X
8 ) 8 r» .‘T,: — " .l:.; m . 7 ) )
(8.8) (J Dx = /= Ik o s’1l n’en est pas ainsi.

Dans le cas d'un F = E’dénombrable, la matrice qu1 correspond a /'l
grace a (8.1) est la matrice diagonale dont ’élément de la diagonale
principale qui correspond a « a la valeur /*. Evidemment £1 est bornée
s1 et seulement si f 'est et I’on a

IVARIEEWA

Revenons maintenant au cas cénéral ou K et [ peuvent étre diffé-

y &

rents. Soit P une matrice comme auparavant et J une fonction de

premigre espéce. Pour tout X €d; et pour tout y € E' fixé, écri-
vons P/l au lieu de P (f1); alors

(8.9) (P} = [ Purt*
X
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existe et est complétement additive sur X pour X €dp et est mesurable
et bornée en y sur tout ¥V e€d ; d’ailleurs

X
y

J

(8-10) 1P/ =] Pllx]

de sorte que P f | est une matrice. En paruculier,
(PS)Y =(Pf1)

st elle existe pour tout y, est une fonction mesurable sur £7 et une
fonction de premiére espéce sur B’ quand (Pf)r est bornée sur tous
les ¥ € 9, quand P et f sont bornées.

D’autre part, soit /7 une fonction de deuxiéme espéce sur £/, Alors

Lemme 1. — Pour tout XY €d,, Yeoy,

dof *
(FPYy,x= [ Py PX

}
existe et est une fonction de deuxiéme espece sur og et sur dg,.

Démonstration. — La compleéte additivité par rapport & ¥ sur d,.

pour X' constant résulte de celle pour J Fy.fr. Pour ¥ constant,
L

(FP)y x est ssmplement additive sur .. Pour I’additivité complete 1l est
dés lors suffisant de prouver que lim (/'P)y x == 0 s1 .k, est une suite

I >0
décroissante d’ensembles X', €9, dont 'intersection est vide.
Choisissons un ¢ > o0 et posons

(8.11) By=Ens {ye V|| PY|x, > ¢},

a cause de la mesurabilité de Pk , donc de | P [§_ pour tout X, B, € d,..
Alors, comme | PY| est complétement additive et > o pour tout y € £

et comme X, c.X,, nous avons aussit £3,,_., c I7,.. De plus, n B, —
| 1

v o € pour

rlmm

puisque, s'il existait un y & n [, alors pour cety | Pr
1

tout n, ce qui est contraire a la complete addiuvité de | 7| puisque

G

n"f e

1 .
De méme, pour tout n suffisamment grand £y <. Alors s1 G, est
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le complément de B, par rapporta ¥ : G, = ¥V —— 13, alors

(FP)y x,= (FP)p N, + (FP)e,. x,.

Fé?

Mais

| (FP)p,, x,

Bl P [y = eCy,

X, <= | I

....:..—..."":/ | Flay | P
B

¢

avec Cy=|| P||%. Et

h l ( FP)C"J Xﬂ.

¢, || P ”%;: = Cag,

R

= f | Flay | PY [x0 Z | F
‘¢

g

avec Co=|F|y, comme C,c ¥ et || P | =sup | P7 |y =Z ¢, d’apres la
. ec,

Ve

définition de B, et de C,. Par conséquent, |(FP)yx | Z(Cy+ Ch)e
pour tout »~ sutfisamment grand, € > o étant donné, c’est-a-dire

lim ( FP)y, x, = o. C. Q. F. D.

2

On en déduit aisément que pour tout .Y, ¥V
(8-12) |(FP)r,x| <| Fiy|| P||x-

S1, en particulier, F et P sont bornées, P I’est aussi.
St I et P sont non bornées et si FP existe, alors FP est compléte-
ment additive, pourvu que /P existe absolument, c’est-a-dire

f | Flay | PY |x < oo
ﬁ'r

CororLrairRe. — Soient E, £’ E" des ensembles arbitraires avec les
o0-corps correspondants Oz, 0, Opr: supposons que z, y, sz et X, ¥V, Z
appartiennent a &, E', E’ et 8, dp., 05 respectivement. Si P et () sont

des matrices (E, E') et (£", E") respectivement, alors /‘Qj’,, P existe
» }”

pour tout A €dgz Ye€dy, Ze&dy et détermine pour ¥V fixé une

matrice (£, E").

S1 Q) et P sont bornées, on peut définir le produit généralisé de ces
matrices '

| def )
(8.13) (0P mf 0z P,
EJ’

On peut étendre cette définition au cas o () et P sont non bornées,
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pourvu qu’elles satisfassent la condition suivante

N

(8.14) [ Q5 ay | PY X existe pour tous les z & " et Yeoy
o oL

et est bornée sur toul z € 0g pour chaque I € oy.
Si cette condition est salisfaite, QP aussi est une matrice.
Des inégalités (8.10) et (8.12), nous déduisons que

Lexue Q. — Une matrice bornée P transforme les fonctions bornées
de premiécre espéce sur E, f en de telles fonctions sur L' et les fonc-

tions bornées de seconde espéce sur o en de telles fonctions sur oy;

Oon a .
(8.15) 1PfI =PI,
(8.16) FP| | F|.|| P||

(ot les indices E et E’ ont 6té omis).

Lesue 3. — ( Voir aussi Herbert Robbins, 1948). — S¢ f et I sont
des fonctions de premiére et de seconde espéece sur E et oy respecti-
vement et si P est une matrice, alors, st Z€dy et Y €90y,

(8'17) fgj Iftl.}" P(Lé.ftmf F'df fP?l,,.f"',
X 1 Y Y} X

cest-ci-dire que Uordre des intégrations peut étre inversc.

Démonstration. — Si nous posons pour des Uedy, V €op arbi-
traires
, del , del N 'y def oy
(8.18) Frpr="Frar, [f*=flx, Py=IPxnu

alors F' P' et f' sont bornées et (8.17) est équivalent a

(8.19) (A [ rpilre=[ Fy [ Prre
1 Fit 5 ¥ DLy e’ K

FE

par conséquent il est suffisant de prouver le théoréme pour des fonctions
et matrices bornées, les intégrations étant étendues sur la totalité des
ensembles E et E' (que nous omettrons dés lors). Nous omettrons les
primes et écrirons (8.19) sous la forme abrégée

(8.20) (FP)f= F(P/)).
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Posons alors

def def '
(8.21) Pl = g, c'est-a-dire &) = /‘Pﬁ*,,./"':
I
q def | ded )
(&.292) I'P = G, c esl-a-dire G = Fay Pk.
n I

Nous avons a monltrer que

(8.23) Gf = Fg, c est-a-dire ‘j Cae o= Fay &>
' '

I

Soit € > o donné. Comme J est borné on peut trouver une partition
Jinie | X, | € D(E), ot n=/Netvar{x,' f.—¢

Divisons, par exemple, Pintervalle fini (— f
def

intervalles disjoints [, et prenons _I',, = Ens {J‘ = A !j* e/, g Alors en

.41 /15) en NV sous-

choisissant les z,, € .Y, arbitrairement on , d’aprés (7. 12 ),

) | N N, ¥
(8.24) [ Gante—=NnGx, fro| 216 e

1

]

Comme chacune des /V fonctions Py, est bornée, nous pouvons trou-
ver une partition finie de £’ (obtenue, par exemple, en prenant 'inter-
section des partitions appartenant séparément aux Py ){ ¥, te D(L"),
m < M avec var|y, ' Py =< e/N~! pour tout n .= V. Par conséquent, si
nous choisissons y,, € ¥,, arbitrairement, nous avons de nouveau

-d’aprés (7.12)

i —

et, d’apres (8.24) et

Gl FL P
(8.26) [ Gu =30 o iy, P fre| < e,
avec
def

Co=[F[CIIP[+]IL]] )
D’autre part,

( 8 .27 ) l f‘p;?{:'l‘f'm '_"Z” P%ﬂ f:-uvn

pour tout y € £', en particulier pour y = jy7,,.

< || P]le
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Par conséquent,

r ' N\ | A ¥ . L -~
(8 " ?.H) | f If d)* g.‘) WZM <f ﬁ{[} P:%,;) f-»l*n, l "'..i": | [f . II P H 8-
Maais
. _ ] | |
(8.99) | Foy Pl — S iy, Pin| 2| 1] e N

" ——

puisque vari v, } Py, < e/N-1. Donc, comme n = /V, (8.28) et (8.29)

donnent
(830) ldeyé"J'WER

de (8.26) et (8.30) nous déduisons que

W : .
}dm Ffm P.{Y:?jd'” \ < C &,

(831) lde:.t:fw“”/‘deg‘}'lé2018.

Par conséquent, comme cette inégalité reste valable pour tout e > o,
on a (8.23) en tenant compte de (8.19) et (8.17).

C. Q. F. D.
Cherchons une condition suffisante pour que (8.17) soit valide sur

la totalité des ensembles E et E' quand F, P et f peuvent étre non
bornées et prouvonst dos lors en faisant un ralsonnement bien connu

que
Lemme 4. — S¢
def
(8.32) Hy = f Flay | PY |y,
Er
def
(8.33) hY = | PY|ox | f*]

existent pour tout X ety respectivement et st, de plus, une des deux

inégalités sutvantes .

E
(8.35) f' B oy hY < oo

est valide, alors la seconde de ces deux inégalités l'est ausst et

(8.36) f { .]’fdy Pﬁl 2 gy de pz‘)irfw
L L | 5 ol Y -
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Démonstration. — 1l est suffisant de prouver le théoréme pour des I,
£ et fnon négatives auquel cas H = (G et h — g. D’aprés le lemme 3,
(8.17) est valable pour ¥ = E), ¥ = £’ avec & et I arbitraires | cf.
(7.1)]. Dés lors, s1 (8.34) est valable, le second membre de (8.36) est

f G f RN f G __/ T f s PT(U* P (11; l f"‘* — Fq ¥ P 33 f1
¥ {4 Iy - I z £ 5

E’; Iy

Comme la derniére expression est non décroissante si A —» 0, [ —> o,
el bornée elle a une limite qui est le second membre de (8.36), desorte
que son existence a été prouvée, c¢’est-a-dire (8.35) et que

th.t‘f‘w N }?(l_}" g
FE E’

De méme on monitre que

Fluy £ > f Gax f*

I
a cause de (8.36).

Démonstration analoguce dans le second cas, c’esl-a-dire si 'on su-
?

pose (8.35).

»

Leune B (voir aussi R. G. Cooke, 1go0, p. 29). — S E,,E,, K, E,
sont des ensembles arbitraires auzquels correspondent les 6-corps oy,
Of, O, Op, SL L, 2, v,z et T, X, Y, Z désignent des éléments arbi-
raires et des sous-ensembles de E,, Es, E 3, B4 €63y, Oy, Og, 05 res-
pectivement et si M, P, Q sont des matrices (£, Es), (E., E,) et
(Es, E.) respectivement, alors -

(8-37) f{f@ﬁy z}';-?(M%’m [‘Pﬁy 1o M -
_ Jx (Vy ) Jy

St, en particulier, M, P et () sont bornées ou si

J1Pr sl Mo lp= K, (o Jay | Py = L2,
(8.38) £ B
LﬁthxlT< 0 ou l CP"E"](]J- K‘}:<m,
X | '

alors (8.37) est valable pour X —= E, et ¥V — by ; cest-a-dire on peut
étendre Uintégration sur la totalité des ensembles E s et Fs.

Démonstration. — Elle résulte immédiatement des lemmes 3 et 4



186 D. VAN DANTZIG.
avec, pour 5 el /" constant,
Iy = Q: et S = M.

Si les produits QP et PM sont aussi des matrices, par exemple, s1 (),
P et M sont bornées ou si QP et PM satisfont la condition (8.14) alors
le produit de matrices est associatif

(8.39) (QP)M = Q(PM),

c’esl-a-dire

(8.40) [Py mE = [ QP
& Eg H:x

De ce lemme 3, on déduit que le calcul matriciel ordinaire peut étre
appliqué en employant Pintégration de Lebesgue-Stelijes-Radon au
lieu de la sommation pourvu que toutes les matrices et fonctions des
deux espéces dont on s’occupe soient bornées ou plus généralement si
elles satisfont (8.32), (8.33), (8.34) et (8.33) et s1 les produits de
matrices satisfont (8.14). |

Pour plus de simplicité nous omectirons désormais (sauf 1ndicalion
spéciale) le second cas, c’est-a-dire que nous nous restreindrons au cas
de matrices et de fonctions des deux espéces qui sont bornées, et que
nous supposerons de plus que les ensembles E, £/, Ey, E,, ..., coin-
cident tous. Dans ce cas les suiles croissantes L, peuvent aussi étre
omises puisque nous pourrons prendre [7;= F pour tout k.

S1 donc, P est une matrice carrée bornée, c’est-a-dire s1 £ = £ et

—
72

(8.41) P =|PlE=—sup sup >

l P-';{t l < CO?
x€E | X, ) D (F) 4=

alors on peut former des puissances de P et des polynomes et tant que
les coetficients sont constanls (scalaires), ces polynomes sont commu-

tables. De (8.15), (8.16), (8.13) (8.41) on déduit aisément que
(8.42) 1 PRI <Pl I Q-

Notons pour usage ultéricur les 1dentités suivantes :

(8.43) 'l =F, c’est-a-dire ff’m % = Fiy,
(8.44) 1/ =/, c'est-a-dire fljf},,f}'mfw,

(8.45) 1P=Pl=P, cestadire [l-’;;;,.}:»'f;;c mfpx 1 = P

dy
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De plus, remarquons que deux matrices diagonales sont commutables
Iy & ¥ L i ) W » A\ D Y e
(8.46) f(./l)a)-(g')xr— / (&), (S Dx=/"8"1x-

Nous ne pouvons pas toutefois remplacer le symbole f1 pour la
matrice diagonale /1% par 1/ qui désigne la fonction de premiére
espece (8.44). St f1 est suivi par un autre facteur (matrice ou fonction
de premitre espéce), nous pouvons omettre I, ainsi fI1P = fP avec
(fP)x = f* P% et, de méme

(fé,")" — (fl o ):l:‘ — J".r: o,

Les 1ntégrales sur les sous-ensembles de E peuvent étre exprimées au
moyen de matrices unité « partielles » 1, [ef. (8.7)]

( 8. 47 ) f 1”(1.:7 ./I — }‘1{‘1 } f l:lz N X.fm — ﬁTle"
.. ..;Y .. B" ] . E

[Les matrices unitaires partielles servent aussi & tronquer des fonctions

| | f© stxe A,
8.48 |, [ YW P =X f P = ¢ "
(8.48) (1s.S) 1./ { o s’il n’en est pas ainsi;
| '_ { ]?TX s1 Y cA
8.4 Fl — [ - = s |
(8.49) Fldx=Fanx= " G vep——4

et d’'une maniére analogue | ,Pl;.

. . N .y .
Une condition suffisante pour la convergence deZ(Pn)‘;‘g (ou les I,
1
sont des matrices bornées) pour toul z et I est la convergence de

Z | £n |-

Il en résulte, en particulier, que s1 || P|| <1, alors d’aprés (8.42)
| P <||P||*<<r, P» désignant la »'*™° puissance de la matrice, ZP”

0
converge et est la seule inverse (4 droite et a gauche) de | — P

(8.50) (_l-_P)mi-_—-.ZPu si ||[P||<1.

0

Plus généralement, si la matrice M peut étre mise sous la forme
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oit R~ existe (nous utilisons cetle expression seulementsi YR=—=R.Y=I
a seulement une solution .I"'= R-*), tandis que ||QR™*|| <1 ou
| R Q| < 1, alors M~* existe el

(853) M1l = BM1Z(M QRMI)H mz(MH“I Q)HRML
' 0 0

[.a démonstration du fait que : les deux séries dans (8.52) sont 1den-
tiques, convergent si seulement une des conditions d’inégalité est satis-
faite, satisfont aux équations pour les inverses, et est leur scule solution,
est banale. |

~ Un cas particulier (#), bien connu se rencontre si1 R = f1 est une
matrice diagonale; (8.51) et (8.52) deviennent alors '

(8.53) M= f1+ Q,

(8.54) MmimZ(mf—le)rz/-mil
O

i

pourvu que f*s£ o pour tout z et, par exemple || f~* Q|| <1, c'est-a-dire
(8.55) ' | Q7 |le= sup EZ|Q¥ |<T|/¥]

{ X, }€D(E)
pour tout x.

9. Processus de Markof invariants par rapport & un groupe transitif.
— Comme généralisation des processus invariants ¢tudiés au para-
graphe 2, nous considérons un processus de Markof sur un ensemble £
tel qu’il existe un groupe G de transformations (1,1) 7 de K dans
lui-méme qui est transitif sur E. Sur E un o-corps og, 1nvariant
par rapport & toutes les transformations de G est défini; c’est-d-dire
t X €0y s1 X €0y pour tous les 7€ &, ol '

| déf
(9.1) t X =Ens{tz|zeX].

(Un cas particulier important de ceci est celur ou £ est une sphére
dans un espace & un nombre quelconque de dimensions, G étant le
groupe de toutes les rotations de E dans lui-méme.) Nous considérons

(8) Voir aussi R. G. Cooke (1950, p. 31) (2.4, IL) et pour le cas des matrices finites
Olga Taussky (1949), et ceuvres de date plus reculé indiquées dans cet article. '
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alors une matrice de transition P (par conséquent P{ > o pour z € K,
X €op et Py=—=1) qui est invariante par rapporl a toutes transforma-
tions de ¢.

(9.2) P§ = P3%

pour tous les 7 € G.
Nous choisissons arbitrairement un point ae€ £ et définissons £
comme le sous-groupe comprenant tous les = € (¢ laissant « invariant

def

(9.3) ImeIISiTGG T(zm(z}.

En posant pour tout z € (&

def ,
(9.4) t=H<H = Ens | niwns | € H, noeH |.

Les ensembles /7. sont mutuellement disjoints et ont (¢ comme
réunion. Evidemment

’CGF-L-? TEH:@"F@M}J’ FTﬂFw?EOQZL‘MTIGIFT%%-TEFWEFT.

En utilisant ’axiome du choix, nous choisissons arbitrairement dans
chaque £’; un point représentatif unique v.; soit A I'ensemble de tous
ces points représentatifs [ par exemple dans le cas des rotations d’une
sphére dans R; de centre o et de rayon 1, ou a est le point (0, 0, 1)
et n,; et 7n. sont des rotations autour de ’axe des z d’angles respectits
¢ et , alors que y est une rotation autour de 1’axe des v d’angle 9, o, ¢
ct 0 étant les angles d’Euler; A est I'ensemble de tous les 0 avec, par
par exemple o = 0 < *rc] *

Pour tout x € E, il existe un r€ (G avec ra—==; donc un v €A et 7,
n' € H, avec 7 =mnyn'; donc z =nyn'a =nya, puisque n'a =a, ' € H.
S1 nous avons aussi Z =1, v, &, alors

N =y"tn—tn, v, € H, d’oul TW=7n7'nyn" € Hv H, dou v, =1

puisque les points représentatifs sont uniques, de sorte que y est déter-
miné d’'une fagon unique par z € Hya, c’est-a-dire par z =nya (ce

n'est pas le cas en général pour m). Alors (9.2) entraine, en

def o
posant py=— 7,

| . ‘ . 'n q." -
(9.5H) Py = P‘?{‘ “ = Py, avec Y = v—1tn—tJ
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Py est AUSS1 complétement additif et > 0 avec Pr=—1 el aussl [:?1 cause 1
de (9.2)]
(9.6) Py =P,y
pour tout ne H et ¥ €cy.

Pour tout T c A tel que Hl'ae oy (ces I forment un o-corps ga sur A)
O PO-’BG

_ m def
(9-7) I =Pula

de sorte que ¢ est complétement additif, el >0 avec gy =1.
Alors pour un Y donné et un I' €y variable, py,uy1. est compléte-
ment additif dans T, >0, et = g et peut, par conséquent, étre écrit

sous la forme

g

{ , N — ~
(')8> [}T{NUI‘(:M ‘/_\ g(i“fli"

ou ¥ peut étre chois1 >o0, <1 et s’annulant saut pour v €HT - Pour
tout ¥ € oy fixé la fonction % est définie sur A exceplé pour un ensemble

de mesure g nulle et mesurable ga.
Nous inlroduisons maintenant :

Hypothése A : Les quantités I], peuvent étre redéfinies de telle fagon '
qu’elles satisfassent (9.3) et qu’elles soient définies pour tous les yeA
et tous les ¥ € o comme des fonctions a valeurs uniques de leurs argu- |
ments, pour Y fixé mesurables oo en v et pour vy fixé complétement
additives en Y.

Selon Doob (1948) une condition suffisante pour 1’hypothése A est :
E est un ensemble de Borel dans un espace cuclidien et oy consiste en
tous les sous-ensembles de Borel de [. Les I}, peuvent étre interpréles

comme des probabilités conditionnelles, & savoir comme la probabilité
pour que z € ¥ sous la condition z € Hya.

Hypothése B : H est un groupe topologique compact.

Selon A. Haar (1933) (¢f. aussi J. von Neumann, 1934, 1936;
L. H. Loomis, 1945), I’hypothese B entraine 1’exastence d’une mesure
de Haar, 4 savoir d’une fonction d’ensemble invariante a gauche, non
négative, complétement additive, définie sur le o-corps oy engendré par

?

lous les sous-ensembles ouverts de H, en outre bornée et déterminée
d'une facon unique 4 un facteur de proportionnalité pres.
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Les hypothéses A el B sont simultanément satistaites, par exemple si
F, est une sphére euclidienne & un nombre quelconque de dimensions
et G le groupe de toutes les rotations de £ dans elle-méme.

Hypothése C : 1° Pour tous les €A et y €oy constants, I3, est
une tonction de v, € // mesurable.

2° Sil'eoy et Keog, alors KlNaeo,,.

Par ces hypotheses C; et Gy le o-corps o, (donc aussi op) est lié avec
la topologie sur #.

S1 py est la mesure de Haar normalisée sur //, de sorte que p;=1, Gy
entraine ’existence de

pour tous les Z et y-. A cause de (9.6),

Y Z-.a
» b
2.: o PR

est une solution de (9.8) de méme que /3, d’ot aussi £5.. Donc, £ salis-
» Ty . g
faisant (9.8) et hypotheése A, nous pouvons prendre /3 au lieu de /5 et

omettre le trait. Alors nous obtenons

(_9*-9)' l%}. == Z'E. pour tout 'ﬂEHr, ]'EA €L Y &€ ay.
‘n prenant dans (9.9)

Vv =Al«, avec Kco,, I'cs,, €T,

"

kT« €st, pour A variable, complétement additif, 2> 0, borné, invariant
par rapport a tous les n € /1. Donc 1l a aussi les propriétés d’une mesure

de Haar. Donc mi étant le facteur de proportionalité
(9. IO) i,- Ng= )T],E, {J..K. v ]}z: E.‘ ZJ']('_'

k

puisque mj==o sauf & I'. De plus AT— >, d’ot mi=1.

[’extension de {31, a > avec y arbitraire donne
(9.11) l5. = [Hp d., I:Q.C“.

En substituant dans (9.8) avec I' = A, on obtient

_ : | . "
(9* 12) Pr= [&qdr [ Hd-q l‘}"“a?
L 3 = N H
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et finalement par (9.5)

o TxTs d
(9.13) Pf&““ [ﬁ‘gdﬁh[;[&ln IX =%
ou 7, représente ’un quelconque des € (G avec 7, a — 2. D’un aulre
coOLé, il est clair que (9.13) satisfait & nos conditions.
Nous avons donc démontré :

Theorine B. — S7 G est un groupe transitif de transformations de
E dans lui-méme, si H est le sous-groupe de (r laissant invariant un
point donné a € I/, px la mesure de Haar normalisée sur H et A un
systeme de représentations des classes bilatérales modulo H (9.4) de
Il dans G, alors que g est donné par (9.7) et st les hyypothéses A, B, G
sont satisfaites, alors toute matrice bornée (Iv, 1) que est ineariante
sous G, peut étre représentée sous la forme (9.13).

Si, en particulier, & est simplement transitif sur F, c’est-a-dire si
Il se compose seulement de 1’édlément unité, A= G et (9.7) ct (9.13)
simplifient en g = pp , et B

(9.14) P = [ g, 1%7¢

St, plus particulierement, &' et & sont 1dentiques, nous pouvons poser
a4 = 1, T, = & et nous obtenons g = p et

(9.15) P = fE P, V-

S1 G est commutatif et écrit additivement, ceci conduit’da (2.8).

10. L’identité fondamentale de Wald pour des processus stochas-
tiques arbitraires. — lIxactement le méme argument qui condumt a
I''dent1té fondamentale de Wald (5.17) s’applique st £ est un espace
euclidien a r dimensions, z et y sont des vecteurs réels et £ un vecteur
complexe & r dimensions, {2 est le produit scalaire. Il s’applique égale-
ment dans le cas plus général olt £ est un groupe abélien addiuf et
E=E1—+1Lq, OU £y et E2 sont des homomorphismes sur 1’ensemble des

nombres réels, c’est-a~dire pour tous les et y dans E, f;x est un
nombre réel tel que

ci(z+y)=tiz+ L1y (2 =1, 2).
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Nous pouvons résumer notre résultat dans le

I'neorime 6. — S7 F est un groupe abélien (additif), si ko, £y et Eq
sont des homomorphismes dans le groupe additif des nombres réels,
SLE=EF; 4+ 1 et 0 (ko) < oo et inf (£0— E1) x>—o00, lidentité

xr e B

d | |
(9.17) @(Eo)wnfcf}z]dy e =1
est satisfaite

Une généralisation partielle de ce théoreme a des processus stochas-
tiques arbitraires, déterminés par les probabilités de passage Loy oty
satisfaisant & (2.1)-(2.4) est oblenue comme suit -

Nous faisons I'hypothése supplémentaire que, lorsque le point chemi-
nant arrive a ’état z,,_, (n>>1) aprésavoir passé s1 nx2 par z,,..., Z,_a,
1l existe une probabilité A%y - #—+ pour que ce point soil absorbé, donc
une probabilité

B.’J"'O: iy Lppot Axg, ooy Lyt

(72} = 1= A

pour qu’il ne soit pas absorbé.
En outre, nous introduisons les quantités auxiliaires [J%o - *n—1 af

(7)
r ,I'ﬂ, .eas x

o —t 1mterprétées comme les probabilités conditionnelles pour que
la catastrophe C n’arrive pas sous la condition que le point cheminant a

pPasse par Z, ..., Tn_y et a été (pour U) ou n’a pas é1é (pour T") absorbé
en Z,_y. Finalement nous définissons Co - *»—1 comme la probabilité

(72)

conditionnelle totale pour que C n’arrive pas sous la condition que le
point a passé par Zy, ..., Zn_4.

Pour calculer Clo---%n—t pour n >\ 1, nous remarquons qu’il y a deux
cas complémentaires : ou bien le point est absorbé en z,_, (probabailité

:r‘o;- .

1), auquel cas non-C a la probabilité oo o ¥n—= ou bien il n’est

pas absorbé (probabilité Blo-*n-1) et C n’arrive pas (probabilité
=1y s alors 1l saute dans un « petit » ensemble dy (probabilité
Pro-win=) et il vit heureux jusqu’a la fin des siecles (c’est-a-dire C

n'arrive plus plus tard, probabilité C7e*-+7). Donc nous avons

Loseses Lpped e ATpr0ens Xpme s o/, S
(101) C(Tf)’ n 1,_____A(a n—1 U(no) r—1

- Brﬂa sony Aot "? L4 PR R 4 e P-'?-'m e Loy LTI Lo Py Y
(72) (72) [ (n) (lf C{?H—:l) '
¥
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Pour 7 == o nous avous une ¢équation similaire avec la seule différence
que les indices supérieurs excepté )~ font détaut.

Pour simplifier les formules, nous omettrons les indices inférieurs
(n) et remplacerons la suite d’indices supérieurs xg, ..., x, 1 par un
seul symbole = (parcours). (10.1) devient

(10.2) ("= AT U™ 4 BT fpz;j,. Y

Par substitutions successives, nous obtenons un développement
formel pour €™, 7 étant donné (en particulier aussi s1 7w est « vide »)

(10.3) Cr=A"UT™+ BTT™ fptl) AT UT Y14 BT 'R

X] PIUIBTJi?TTEH/‘Pth}iA“‘i?&Drr‘i"n—f—
.

EK BT T'TJ .Pd} Bﬂ.?’1717:¢"1f \/P“Ji %ﬁ“;1~’17“ VLT

{)

Pour que ce développement soit convergent et soit une solution de
(10.2), 1l est nécessaire et suffisant que

(10.4)  RFf= B=T J A J PRtk CR

lende vers zéro lorsque 4 — 0.

En vue de généraliser le théoréme 2, nous considérons des solutions
du systeme d’équations (10.1) dans les inconnues G- =t ou les U et
les 7" ne sont pas nécessairement des probabilités (bien que les A, les
B etles P le restent) mais peuvent éire des suites de fonctions (non
nécessairement bornées) arbitraires réelles ou complexes.

THEOREME T. — St A pour tous les n et tous les w— (xo, ey Xn_q)€ BN
[l existe des nombres réels Uy, T tels que -

A.1. 77> o pour tout n et tout € L1";

A.2. Uf = o0 pour tout n et tout t€ £” ;

A.3. T;“] Pi, Uy < Uy pour tout n et tous les m € E" avec B™£ o.

it

Si : B. les fonctions T™, U™ sont définies pour tout n et tout w € E"
st 0 et ¢ sont des nombres réels non négatifs et st :
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B.ir. 0<1;
B.a. | 77| <077 pour lout n el lout m € L
B.3. | U~| = cUj pour loul n et toul ™ € E",

alors les équations (10.2) ont des solutions C —= C(U), données par
(10.3), qui satisfont a Uéquation

(10.5) CR(U)= U
pour‘ toul n et toul T, st et seulement st

(10.6) [/ =17 / 1”)(?» FELAN

a,

pour tout n el tout © avec BT =£o.

Démonstration. — En éerivant

(10.7) Q% = BrT"P}, Qix = B™T§ PY,
A .3 devient

) yyr i o - J ]
(10.8) [ 05y UFY = BT,

d’on découle existence du membre gauche. Les termes de la somme
(10.3) avec 7Ty, U, au lieu de 7', U sont >-.0. Le (k- 1)"*™° terme de

cette somme est = la méme expression ou le facteur 4™ (qui est
~~ 1) est omis, d’ou, par (10.8) avec mwy; ... ¥r_1 au lieu de © et y, au
hieu de y =< le A"™™° terme avec A%+~ remplacé par BT, La
somme du A%™ et du (A +41)*™° terme est =< le £'*™° terme ou le facteur
AT Vi1 esl omis. En continuant de celte sorte nous trouvons que la
somme des premiers k -1 termes est << Ul de sorte que la série est
bornée, donc convergente. En désignanl sa somme par C7T nous avons
alors oZCT = U7 et aussi o = R} , U7 ot RY ; est Pexpression (10.4),
avec 7" et C remplacés par 7 et Co. De B.1-B.3, on conclut alors que

les intégrales dans (10.3) aussi bien que la somme de la série existent
absolument el que

H}f < ek-ﬁ){f PR Gﬁ'U’{E, d'ou lim 'f' =
, | Kk > o0

de sorte que (10.3) satisfait & (10.2). Mais s1 une solution de (10.2)
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satisfait a (10.5), (10.6) est valable; c’est un résultat banal. Si, d’autre
part, (10.6) est valable en méme temps (10.3), nous avons

h n
(’109) Uﬂ Cfr llm BT Uﬂwzkj kd-}if fQT.'?i 1Aﬂj1 c ) Ui‘tj‘i...y&
71> o6 ‘I

n—-—-—-l
"L'\ f —
/‘Qdyi/ fo a l’.‘Hl

PV A e vl
X?B" Vieoo VETY oo Y J () 1 (JA~HU Y1 - ,.(!15

| T:"\‘ . }u-' T > .H T PR .J'J-
-l—[’QdH./.'-jQ 1 dmiB Yoo Yn YT I

Les expressions entre accolades s’annulent a cause de (10.6), (10.7)

(avec ™yy. .. ¥k au lieu de m et y, au lieu de y). Donc elles restent
nulles aprés des intégrations répétées et la premiére somme entre
crochets dans le deuxiéme membre de (10.9) s’annule. Le dernier lerme

entre crochets est absolument =07 U}, donc 1l tend vers zéro, ce qui

démontre (10.5) et le théoreme.

Dans la démonstration du théoréme 7, le lemme 4 (Appendice, § 8),
n’a pas ¢té utilisé. On peut donc s’attendre & ce que le théordme 7
n’implique pas complétement le theoréme 2. En effet, dans le cas parti-
culier du théoréme 2, nous avons

5 P(fl;?)a .oy LH-—-—-l — Prn_.d AE??), eney Hpemy — A*”rt-—-‘i B-ro: ----- TRt e B-t‘n-—uij

(10.10) _ |
a. Uy o= U, T e e

Les conditions du théoréme 2, excepté (5.8) sont satisfaites, mais le
théoréme 7 devient

(10.11) Cx(U)= U~

s1 et seulement si

(10.12) Ux = T-I-J PL U

de sorte qu’il reste a prouver que
(10.13) cx(U)= [ c5, U

ou Cx est donné par (3.2) s1 (5.8) est satisfaite
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En utilisant le lemme 4 (Appendice, § 8), on obtient (10.13), ce qui
est une généralisation directe de (3.3) pour tous les I/* salisfaisant a
B.3. Ainsi nous voyons que l'ensemble du théoréme 7 et du lemme 4
implique le théoreéme 2. Il semble que pour une géndralisation directe
du théoréme 2 uue généralisation du lemme 5 avec S5 au liea de f
so1t nécessaire (9).
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